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1. НЕЛИНЕЙНЫЕ ЭЛЕКТРИЧЕСКИЕ
ЦЕПИ ПОСТОЯННОГО ТОКА 

1. Основные понятия и определения
2. Линейные эквивалентные схемы замещения нелинейных элементов
3. Расчет нелинейной цепи с последовательным соединением элементов

11.. ООссннооввнныыее  ппоонняяттиияя  ии  ооппррееддееллеенниияя
Как известно, элементы электрических цепей, параметры которых 

(сопротивление R, индуктивность L, емкость C) от тока или напряжения, 
называют нелинейными, а цепи, содержащие такие элементы - нелинейными 
электрическими цепями. 

Вольт-амперные характеристики нелинейных элементов не являются 
прямыми линиями (т.е.нелинейны).

Примером нелинейного элемента (НЭ) является электрическая лампоч-
ка с металлической нитью. Чем больше протекающий через нить ток, тем 
нить сильнее нагревается и тем больше становится ее сопротивление. 
сопротивление которой находится  в сильной зависимости от величины тока 
в ней. 

Все НЭ делят на две большие группы: неуправляемые и управляемые. 
К неуправляемым НЭ относятся лампа накаливания, бареттер, диод, га-

зотрон. 
Управляемыми НЭ являются трех- и более электродные лампы, транзи-

сторы, тиристоры. 
Вольт-амперная характеристика (ВАХ) НЭ может быть симметричной 

(рис.1) и несимметричной (рис.2). 
У НЭ с симметричной ВАХ сопротивление не зависит от направления 

тока и напряжения. У НЭ с несимметричной ВАХ сопротивление зависит от 
направления тока и напряжения.  

Вид ВАХ определяет область применения НЭ. Элемент с ВАХ, приве-
денной на рис.1, можно использовать для стабилизации тока. Такой ВАХ 
обладает бареттер. На рис.2 представлена ВАХ диода, который отличает 
односторонняя проводимость. 

Переменное сопротивление НЭ можно задать посредством ВАХ либо 
зависимостями статического и дифференциального сопротивлений от тока 
или напряжения. 

Статическое сопротивление Rст характеризует НЭ в установившемся 
режиме тока (или напряжения). Оно равно отношению напряжения на НЭ к 
току через него: 
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I
UR =ст . 

Статическое сопротивление можно определить тангенсом угла α  меж-
ду соответствующей осью координат и прямой, соединяющей рабочую точку 
с нулевой ( рис.3). При этом оси напряжения и тока в декартовой системе 
координат выбираются произвольно (рис.3.а, 3.б)

Дифференциальное (динамическое) сопротивление дR  равно отноше-
нию бесконечно малого приращения напряжения на НЭ к соответствующему 
бесконечно малому приращению тока: 

I
UR

d
d

д = . 

Дифференциальное сопротивление пропорционально тангенсу угла 
наклона касательной в рассматриваемой точке характеристики к оси тока 
(геометрический смысл производной рис.3, а и б). 

Дифференциальное сопротивление может быть отрицательным, если на 
участке ВАХ при увеличении тока напряжение уменьшается либо при 
уменьшении тока напряжение увеличивается.  

Рис. 3 

Рис. 1 Рис. 2 
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22.. ЛЛииннееййнныыее  ээккввииввааллееннттнныыее  ссххееммыы  ззааммеещщеенниияя
ннееллииннееййнныыхх  ээллееммееннттоовв  

Расчет нелинейных цепей очень сложен. Но если ра-
бочая точка перемещается на небольшом участке, который 
можно считать практически линейным, то нелинейный ре-
зистор, схема замещения которого изображена на рис. 4, можно 
заменить линейной эквивалентной схемой, состоящей из источника 
энергии и резистора сопротивлением Rд . 

Пример 1. Составить линейную схему замещения НЭ, ВАХ 
которого представлена на рис.5, для рабочей точки А. 

Проведем касательную к рабочей точке и запишем ее уравнение. 
Как видно из рис.5, U = Rд I + E0 . 

Этому уравнению соответствует линейная 
схема замещения, изображенная на рис.6. 

Можно составить схему замещения с источ-
ником тока. Для этого уравнение касательной раз-
делим почленно на дR : 

д

0

д RR
U 

= I + 
E , 

0
дR

E0 = J     (см. рис.5),д
д

I
R
U

= .Если в этом уравнении сделать замену                  

Iд = J0 + I , 

Рис. 5 

Рис.6 

Рис.4
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которому соответствует линейная схема замещения, приведенная на рис. 7. 

Пример 2. Составить линейную схему замещения НЭ, ВАХ 
которого представлена на рис.8, для рабочей точки А. 

Проведем касательную к рабочей точке и запишем ее уравнение. 
Как видно из рис.8, U = Rд I − E0 . 

Этому уравнению  соответствует линейная схема замещения, изобра-
женная на рис.9. Эквивалентная линейная схема замещения с источником 
тока приведена на рис.10. 

33.. РРаассччеетт  ннееллииннееййнноойй  ццееппии  сс  ппооссллееддооввааттееллььнныымм
ссооееддииннееннииеемм  ээллееммееннттоовв  

Схема замещения рассматриваемой цепи приведена на рис.11. Оп-
ределить ток в цепи и напряжения на НЭ U1 и U2 , если заданы входное на-
пряжение U и ВАХ каждого элемента (см. рис.12, а и б).  

Рис.8 

Рис.9 

Рис.10 

Рис .7
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Задачу можно решить двумя путями. 
1. Отыскание рабочей точки на результирующей ВАХ.
Ток в цепи один. Входное напряжение на основании второго закона 

Кирхгофа складывается из напряжений на отдельных НЭ. В рассматриваемой 
цепи  

21 UUU += . 

Поэтому для построения результирующей ВАХ нужно при одном значении 
тока суммировать напряжения на нелинейных элементах. 

По заданному значению входного напряжения находим рабочую точку 
А на результирующей ВАХ (см. рис. 1.13) и соответствующее ей значение 
тока. По полученному значению тока находим напряжения на отдельных 
элементах 1U  и 2U . 

2. Отыскание рабочей точки на пересечении ВАХ одного элемента с
зеркальным отображением ВАХ другого элемента. 

Решение этим методом поясняет рис.14.  
Ток в цепи один, поэтому III == 21 . Строим график )( 1UI . В рабочей 

точке на основании второго закона Кирхгофа напряжение 21 UUU −= . По-

Рис.12 

Рис.13 

Рис.11  

1U   2U 

I
НЭ1 НЭ2 
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строим график )( 2UUI − , который является зеркальным отображением гра-
фика )( 2UI , смещенного вправо на величину входного напряжения U . Оче-
видно, что графики пересекаются в рабочей точке А. 

Находим соответствующие ей значения тока I  и напряжений 1U  и 2U . 
Этот метод рационально использовать для цепи с двумя элементами, 

один из которых – линейный. Так как его ВАХ является прямой линией, то 
для построения графика )( ЛЭUUI −  нужны только две точки, одна из кото-
рых с координатами (U, 0). 

ВВооппррооссыы  ддлляя  ссааммооппррооввееррккии  
1. Чем нелинейный элемент отличается от линейного?
2. На какие группы делят нелинейные элементы?
3. Чем нелинейный элемент с симметричной ВАХ принципиально от-

личается от нелинейного элемента с несимметричной ВАХ? 
4. Как можно графически определить статическое и дифференциальное

сопротивления? 
5. Каков алгоритм составления линейной схемы замещения, эквива-

лентной на рабочем участке ВАХ нелинейному элементу? 
6. Какие пути отыскания рабочей точки при последовательном соеди-

нении нелинейных элементов Вы знаете? 
7. Для каких цепей рационально использовать отыскание рабочей точ-

ки на пересечении ВАХ одного элемента с зеркальным отображением ВАХ 
второго элемента? 

8. Как построить результирующую ВАХ цепи с последовательным со-
единением элементов? 

I(U–U2) 

Рис.14
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2. РАСЧЕТ НЕЛИНЕЙНЫХ ЦЕПЕЙ ПОСТОЯННОГО
ТОКА ГРАФИЧЕСКИМ МЕТОДОМ

1. Расчет нелинейной цепи с параллельным соединением элементов
2. Расчет нелинейной цепи со смешанным соединением элементов
3. Расчет нелинейных цепей методом напряжения между двумя узлами

11.. РРаассччеетт  ннееллииннееййнноойй  ццееппии  сс  ппааррааллллееллььнныымм
ссооееддииннееннииеемм  ээллееммееннттоовв  

Схема замещения рассматриваемой цепи 
приведена на рис.15. Определить входной 
ток I и токи I1 и I2 , если заданы входное на-
пряжение и ВАХ каждого нелинейного эле-
мента (см. рис.16, а и б). 

Так как при параллельном соединении напряжения на элементах оди-
наковы и равны входному U , то на ВАХ отдельных элементов находим токи 

1I  и 2I . Входной ток на основании первого закона Кирхгофа равен сумме то-
ков в пассивных ветвях: 

21 III += . 

Рис.16 

Рис.15 
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Если в анализируемой цепи нужно найти токи 1I  и 2I , а также входное 
напряжение при заданном входном токе, то рабочую точку можно найти на 
результирующей ВАХ. 

Для ее построения нужно при ряде одинаковых значений напряжения 
складывать токи I1 и I2 ( см. рис.17). По заданному значению тока I  находим 

рабочую точку А и соответствующее ей значение входного напря-
жения U . По полученному значению напряжения U находим токи I1 и I2 . 

Если один из двух параллельно соединенных элементов является ли-
нейным, то рабочую точку рационально отыскать на пересечении ВАХ нели-
нейного элемента с зеркальным отображением ВАХ линейного элемента. 

22.. РРаассччеетт  ннееллииннееййнноойй  ццееппии  ссоо  ссммеешшаанннныымм
ссооееддииннееннииеемм  ээллееммееннттоовв  

1. Решение методом эквивалентных преобразований.
Схема замещения рассматриваемой цепи приведена на рис.18. 

Определить все токи, если за-
дано входное напряжение и ВАХ от-
дельных элементов: ),(),( 23211 UIUI

).( 233 UI  Решение заключается в по-
степенном построении результи-
рующих ВАХ. Очевидно, что сначала 
нужно построить результирующую 
ВАХ для параллельного участка (для 

Рис.18 ряда значений напряжения U23  сум-
мировать токи I2  и I3 ). После этого схема превратится в последовательное 
соединение НЭ1 и эквивалентного элемента с ВАХ I1(U23),  так как 

132 III =+ . 
Затем нужно построить результирующую ВАХ всей схемы. Для этого 

при ряде значений тока I1 нужно суммировать напряжения U1 и U23 .  

Рис.17 
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По заданному значению входного напряжения U  найдем рабочую точ-
ку и соответствующее ей значение входного тока 1I . Далее по графику  

1 1( )I U  найдем напряжение 1U  и определим напряжение 123 UUU −= . По 
графикам )( 232 UI  и )( 233 UI  найдем токи 2I  и 3I . 

2. Решение с использованием метода эквивалентного генератора.
Этот метод можно использовать для схемы с одним нелинейным эле-

ментом, ток в котором и надо найти ( см. рис.19, а). Делим схему на две 
части: НЭ и всю остальную часть схемы, которая является активным двухпо-
люсником (рис.19, б). 

Активный двухполюсник заменим эквивалентным ему генератором 
(рис.19, в). Активный двухполюсник является линейной цепью, расчет ко-
торой намного проще, чем нелинейной. ЭДС генератора ЕГ равна напряже-
нию холостого хода на зажимах активного двухполюсника. Сопротивление 
RГ – это эквивалентное сопротивление пассивного двухполюсника относи-
тельно входных зажимов. Пассивный двухполюсник получаем из активного, 
закорачивая источники ЭДС и разрывая источники тока. Полученная схема 
(рис.19, в) представляет собой последовательное соединение нелинейного и 
линейного элементов. 

Рабочую точку рационально найти 
на пересечении ВАХ НЭ и зеркального 
изображения ВАХ линейного элемента  
(см. рис.20). График 

гг( )RI Е U−  являет-
ся прямой линией, зеркально отображаю-
щей график 

г
( )RI U , смещенный вправо на 

величину гЕ . Для его построения нужны 
две точки. Одна из них с координатами 
( гЕ ,0). Для построения второй точки мож-
но за даться произвольным значением то-
ка jI . 

Рис.19 
в 

Рис.20 

ГГ( )RI Е U−  
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Соответствующее ему напряжение jR IRU
j г=  отложим от значения гЕ

влево. Отыскав рабочую точку А, найдем соответствующее ей значение  
тока I.  

33.. РРаассччеетт  ннееллииннееййнныыхх  ццееппеейй  ммееттооддоомм
ннааппрряяжжеенниияя  ммеежжддуу  ддввууммяя  ууззллааммии

Цепи с двумя узлами часто встречаются на практике. Рассмотрим ме-
тод на конкретном примере.  

Пример. Схема замещения рассмат-
риваемой  цепи приведена на рис.21. 
Вычислить все токи, если заданы ЭДС Е1, 
Е2 , Е3 и ВАХ нелинейных элементов 
I1(U1) , I2(U2), I3(U3), см. рис.22, а, б и в. 

Решение 
1. Запишем уравнение на основании

первого закона Кирхгофа: 0321 =−+ III . 
Для решения более удобна запись в виде 

      Рис.21           I1 + I2 = I3 

Это уравнение является условием отыскания  рабочей точки.

2. Приведем токи к зависимости от одного аргумента. В условии токи
ветвей заданы в функции от разных переменных: )( 11 UI , )( 22 UI , )( 33 UI . 
Общим для всех ветвей является напряжение между двумя узлами abU . За-
пишем выражения  напряжения abU  для всех трех ветвей схемы: 

11 UEUab −= ; 
22 UEUab −−= ; 

Рис.22 
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33 UEUab += . 
3. Построим графики токов )(1 abUI , )(2 abUI , )(3 abUI  на основании по-

лученных уравнений. График I1(Uab )  является зеркальным отображением 
графика I1(U1) , смещенным по оси абсцисс вправо на величину ЭДС Е1 (рис. 
23). График I2 (Uab) является зеркальным отображением графика I2 (U2), 
смещенным по оси абсцисс влево на величину ЭДС Е2 . График I3(Uab) 
представляет собой график I3(U3), смещенный вправо по оси абсцисс на 
величину ЭДС Е3 . 

4. Ищем рабочую точку на пересечении графиков )()( 21 abUfII =+  и
)(3 abUfI = . Для получения графика )()( 21 abUfII =+  при ряде значений на-

пряжения abU  суммируем токи 1I  и 2I . 
5. Определяем токи в ветвях и напряжение abU . Для этого через рабо-

чую точку А проводим вертикаль. На ее пересечении с осью абсцисс получа-
ем значение напряжения abU , на пересечении с графиками токов – токи 1I , 

2I , 3I . 
Ток I2  получился с отрицательным знаком, что свидетельствует о не-

правильно выбранном направлении тока. Покажем верное направление тока 
I2 на рис. 1.23 пунктирной стрелкой. 

Рис.23 
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ВВооппррооссыы  ддлляя  ссааммооппррооввееррккии  

1. Какой закон используют для анализа нелинейной цепи с параллель-
ным соединением элементов? 

2. Как построить результирующую ВАХ цепи с параллельным соеди-
нением элементов? 

3. Каким методом можно сделать расчет цепи с одним источником
энергии при смешанном соединении приемников? 

4. В каком случае для расчета нелинейной цепи можно применять ме-
тод эквивалентного генератора? 

5. В чем суть метода эквивалентного генератора?
6. Что является условием для нахождения рабочей точки при решении

методом напряжения между двумя узлами? 
7. Как построить график ( )abUfI =1 , если 11 UEUab += ?
8. Как построить график ( )abUfI =1 , если 11 UEUab +−= ?  
9. Как построить график ( )abUfI =1 , если 11 UEUab −= ? 
10. Как построить график ( )abUfI =1 , если 11 UEUab −−= ? 

14



3. ЧИСЛЕННЫЕ МЕТОДЫ АНАЛИЗА
НЕЛИНЕЙНЫХ ЦЕПЕЙ ПОСТОЯННОГО ТОКА

1. Расчет нелинейных цепей методом итераций
2. Расчет нелинейных цепей методом Ньютона – Рафсона

11.. РРаассччеетт  ннееллииннееййнныыхх  ццееппеейй  ммееттооддоомм  ииттеерраацциийй

Точность расчетов графическими методами мала и существенно зави-
сит от точности построения графических характеристик. 

Основной метод решения системы нелинейных уравнений – числен-
ный. Численное решение получают, как правило, многократным использова-
нием одних и тех же уравнений, уточняя искомое решение шаг за шагом. Та-
кой способ называют методом последовательных приближений или итера-
ций. 

Сущность метода итераций (последовательных приближений) заклю-
чается в аналитическом решении системы алгебраических нелинейных урав-
нений. Статическое сопротивление нелинейного элемента должно быть зада-
но в функции от  тока или напряжения. 

Пусть в схеме один нелинейный элемент (НЭ), ток в котором и надо 
найти. Остальную часть схемы ( активный двухполюсник) заменим эквива-
лентным ему генератором (см. рис.24). 

Графическая иллюстрация решения методом итерации приведена 
на рис.25. 

Напряжение на линейном элементе IREU гг −= . Ток зависит от ста-
тического сопротивления НЭ, которое, в свою очередь, зависит от напряже-
ния, поэтому это уравнение является нелинейным: )(UFU = . 

Рис.24 Рис.25 
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Пусть напряжение в нулевом приближении г0 EU = . На ВАХ НЭ нахо-
дим соответствующую рабочую точку b. Так как ток в схеме один, то току 0I
на графике )( гг IREI −  соответствует точка с. Напряжение на НЭ 

IREU гг −= , поэтому переходим из точки с в точку d. Повторив этот про-
цесс, получим рабочую точку А. 

Итерационный процесс не всегда будет сходящимся. Сходимость про-
цесса зависит прежде всего от вида ВАХ и величины сопротивления гR . Из 
математики известно, что условие сходимости требует, чтобы в окрестности 
искомого корня (рабочая точка А) абсолютное значение производной )(UF ′  
было меньше 1. Чем оно меньше, тем быстрее процесс будет сходиться. 

В рассматриваемой схеме IRЕUF гг)( −= . Тогда 
U
IR

U
UF

d
d

d
)(d

г−= . 

Дифференциальное сопротивление НЭ 
I
UR

d
d

д = , поэтому 

д

г
d

)(d
R
R

U
UF

−= .

Чтобы итерационный процесс сходился, должно выполняться условие 

1
д
г <−

R
R . Сопротивлениям можно сопоставить тангенсы соответствующих 

углов (см. рис.25), тогда можно записать 1
β
δ

<
tg
tg  либо βδ tgtg < . 

Отсюда: угол δ  должен быть меньше угла β . В этом легко убедиться, 
перемещая рабочую точку А по ВАХ НЭ. При этом величины углов δ  и β  
будут меняться. Если угол δ  намного меньше угла β , процесс сходится бы-
стро. Если угол δ  больше угла β , процесс будет расходящимся. 

Пример. Найти ток в схеме рис.24, если Ег = 10 В, Rг = 5 Ом, ВАХ 

НЭ задана уравнением U = 3I − I 2 . 
Ток в схеме по закону Ома 

ЕГ
1k

RГ + Rнэ(Ik)
I =+ , 

где k – номер приближения. 

I
I

II
−=

−
= 33 2

. Примем I0 =1 А. Сопротивление          

В нулевом приближении Rнэ(I) = 3 −1 = 2Ом. 

Rнэ(I)
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Тогда 428,1
25

10
1 =

+
=I  А. 

Дальнейший расчет лучше свести в табл.1. 
Таблица 1 

k kI , А )(ст kIR , Ом 1+kI , А 
0 1 2 1,428
1 1,428 1,572 1,522
2 1,522 1,478 1,544
3 1,544 1,456 1,548
4 1,548 1,452 1,549
5 1,549 1,451 1,550
6 1,550 1,450 1,550

Следовательно, ток 55,1=I  А. Достоинствами метода являются неог-
раниченная точность  и возможность расчета на ЭВМ. 

Метод можно применять только для  цепей с НЭ, ВАХ которых меня-
ются монотонно. 

22.. РРаассччеетт  ннееллииннееййнныыхх  ццееппеейй  ммееттооддоомм  ННььююттооннаа  ––  РРааффссооннаа

Итерационный процесс может быть организован различными метода-
ми. Наиболее эффективным считается метод Ньютона – Рафсона.

Алгоритм итерационного метода Ньютона – Рафсона,  реализуется 
следующим образом: 

1. Задаем начальное приближенное значение искомого решения

)0(0 =kx . 
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2. Определяем поправку h0 . Для ее вычисления по выражению функ-
ции находим производную. 

3. Определяем уточненное значение корня х1 = х0 + h0 .

4. Повторяем процесс на следующем шаге и уточняем предыдущее ре-
шение до необходимой точности. 



Геометрическая интерпретация метода приведена на рис.26. Каса-
тельные, проведенные в точках xk (k = 0,1,2…) , определяют значение поправ-
ки на соответствующем шаге, так как 

k

k
kk h

xfxf )(αtg)( ==′  или
k

k

k

k
k

xf
xf
xfh

αtg
)(

)(
)(

=
′

= . 

Метод дает положительный результат, если начальное приближение 
достаточно близко к решению. 

Однако, если производная f ′(xk ) = 0, решение невозможно. 

Точность метода Ньютона – Рафсона зависит от значения функции f (x) , 
ее наклона f  ′(x) и от кривизны функции )(xf ′′ . 

Если для всех х выполняется неравенство 
f (x) f ′′(x) < f ′(x) 2 ,  

то метод дает положительный результат. При определенных значениях угла 
наклона ( f ′(x)) и кривизны ( f ′ ))′(x процесс может расходиться, несмотря

на то, что начальное значение лежит относительно близко от искомого реше-
ния. Добиться сходимости можно, задав новое нулевое приближение и по-
вторив расчеты. Иногда приходится переходить к уравнениям с новыми пе-
ременными. 

Эффективен прием улучшения сходимости приближений, при котором 
уточненное значение принимается равным  

гE  U

I ВАХ НЭ 

)( г UEI −

a
b 

c 
A

Рис.26 

d
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2
1

1
+

+
+

= kky
k

xxx .

Подстановка уточненного значения xk
y
+1 в уравнение (1) приводит к

алгоритму 

)(
)(5,01

k

k
k

y
k xf

xfxx
′

−=+ . (2) 

Сходимость приближений с использованием соотношения   (2) 
более медленная, чем по (1), но более вероятная. 

Вычислим ток в рассмотренном примере методом Ньютона – Рафсона. 
Для схемы на рис.24 уравнение по второму закону Кирхгофа 

гг EUIR =+ . 

Отсюда 

0)( гг =−+= EUIRIf . 

Так как 23 IIU −= , получим уравнение 

01083)( 2
г

2
г =−−=−−+= IIEIIIRIf . 

Производная  

IIf 28)( −=′ . 

Примем ток в нулевом приближении 10 =I  А. 
Уточненное решение после первого шага: 

5,1
6

101181
)(
)(

0

0
01 =

−−⋅
−=

′
−=

If
IfII  А. 

Уточненное решение после второго шага: 

550,1
5

105,15,185,1
)(
)( 2

1

1
12 =

−−⋅
−=

′
−=

If
IfII  А. 

Как видим, правильное решение получаем гораздо быстрее, чем в слу-
чае простой итерации. 
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ВВооппррооссыы  ддлляя  ссааммооппррооввееррккии  

1. В чем суть метода итераций?
2. Какова графическая иллюстрация метода простых итераций?
3. Каково условие сходимости простого итерационного процесса?
4. Каков алгоритм итерационного метода Ньютона – Рафсона?
5. Какова графическая иллюстрация метода Ньютона – Рафсона?
6. От чего зависит  сходимость метода Ньютона – Рафсона?
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4. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ О МАГНИТНЫХ
ЦЕПЯХ ПОСТОЯННОГО ТОКА

1. Основные величины, характеризующие магнитные цепи
2. Основные законы магнитных цепей
3. Формальная аналогия между магнитными и электрическими цепями

11.. ООссннооввнныыее  ввееллииччиинныы,,  ххааррааккттееррииззууюющщииее  ммааггннииттнныыее  ццееппии

Магнитная цепь – это совокупность тел для замыкания магнитного по-
тока. Все вещества по магнитным свойствам делят на три группы: 

1. Диамагнитные, у которых относительная магнитная проницаемость
1μ < . 

2. Парамагнитные, у которых 1μ > .
3. Ферромагнитные, у которых 1μ >> .
Относительная магнитная проницаемость показывает, во сколько раз  

абсолютная магнитная проницаемость вещества аμ  больше магнитной про-

ницаемости вакуума 0μ , т. е. 
0

а
μ
μ

=μ . Величина 0μ  не изменяется

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅= −

м
Гн10π4μ 7

0 , ее называют магнитной постоянной. Магнитную прони-

цаемость воздуха принимают равной магнитной постоянной, поэтому воз-
душные магнитные цепи являются линейными. 

Для создания магнитных цепей используют преимущественно ферро-
магнитные материалы. 

Основными ферромагнитными материалами являются, прежде всего, 
электротехнические стали Э11, Э21, Э32, Э44 и т. д. Первая цифра сообщает 
процентное содержание кремния, вторая – гарантированный уровень потерь. 
Относительная магнитная проницаемость электротехнических сталей поряд-
ка 1800–1900. 

Более качественными являются сплавы пермалой и перминвар, содер-
жащие до 78,5 % никеля. У них относительная магнитная проницаемость  
µ = 200000–800000. 

В радиотехнике широко применяют ферриты. 
Магнитные цепи из ферромагнитных материалов являются нелиней-

ными, так как у них относительная магнитная проницаемость – величина пе-
ременная. 
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Вокруг каждого проводника с током возникает магнитное поле. Ин-
тенсивность магнитного поля в каждой его точке определяют вектором маг-
нитной индукции В . Единицей измерения магнитной индукции является тес-
ла (Тл). 

Магнитная индукция магнитного поля Земли составляет 10-4 Тл. В 
электрических реле В = (0,2–0,3) Тл, в трансформаторах В = 1,4 Тл, предель-
ное значение магнитной индукции в машинах постоянного тока составляет  
1,71 Тл. В ускорителях В = (2–3) Тл, в МГД-генераторах В = 5 Тл достигают 
за счет явления сверхпроводимости. 

Магнитное поле характеризуют также вектором напряженности маг-

нитного поля Н . [ ]
м
А

=Н .

Величины В и Н связаны зависимостью 

ННВ μμ=μ= 0а . 

Направления векторов В  и Н  совпадают, поэтому можно записать 

B = μ0μH . 

Характер зависимости В(Н) был впервые установлен в 1871 г. русским 
физиком А. Г. Столетовым. 

В общем случае эта зависимость сложна. Ее устанавливают экспери-
ментально и представляют графически в виде кривой намагничивания, назы-
ваемой циклом ( петлей) магнитного гистерезиса ( рис.27). Для каждого 
значения Hmax  получается свой цикл гистерезиса. 

Явление гистерезиса – это отставание изменения магнитной индукции 
В от изменения напряженности магнитного поля Н. Как видно из рис.27, 
когда Н = 0, В имеет остаточное значение. 

Материалы с широким циклом магнитного гистерезиса (рис.27) на-
зывают магнитотвердыми, с узким (рис.28) – магнитомягкими. 

При расчетах, если позволяет требуемая точность, пользуются основ-
ной кривой намагничивания. 

Основная кривая намагничивания – это геометрическое место вершин 
симметричных циклов магнитного гистерезиса (рис.29). Она практически 
совпадает с кривой первоначального намагничивания. 

Магнитный поток – поток магнитной индукции через площадь S: 

SВ ⋅=Ф . 

Магнитный поток измеряют в веберах (Вб). 
Магнитное напряжение между двумя точками магнитного поля 

Uм = Н ⋅ l (рис.30). 
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При расчетах выбирают l  по на-
правлению H . Тогда  
можно записать lHU ⋅=м . [ ] Aм =U .

Магнитодвижущая сила WIF = , 
где W  – число витков катушки; I – ток 
в ней. 

Очевидно, что единицей изме-
рения магнитодвижущей силы являет-
ся ампер (А). 

22.. ООссннооввнныыее  ззааккоонныы ммааггннииттнныыхх  ццееппеейй  

1.           В неразветвленных цепях магнитный поток на всех участках 
одинаков, а в разветвленных цепях алгебраическая сумма магнитных 
потоков в точке разветвления равна нулю: 

ΣФk = 0. 

2. Закон полного тока. Линейный интеграл напряженности магнитного
поля вдоль замкнутого контура равен алгебраической сумме токов, пронизы-
вающих этот контур: 

IldН ∑=∫ . 

Рис.28 

B

H

Рис.27 

B 

H

B

H

Рис.29 
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Правило знаков: со знаком плюс записывают токи, связанные с вы-
бранным направлением обхода контура интегрирования правилом правохо-
дового винта (правой руки). 

Контур интегрирования выбирают совпадающим с магнитной силовой 
линией, тогда обозначения векторов можно убрать. Закон полного тока  для 
рис.31 имеет следующий вид: 

21 IIldН −=∫ . 

Если внутри контура интегриро-
вания находятся не линейные провод-
ники, а индуктивные катушки, то в пра-
вой части уравнения по закону полного 
тока нужно записать алгебраическую 
сумму магнитодвижущих сил: 

WIFldН ΣΣ ==∫ . 

Напряженность магнитного поля принимают для средней силовой ли-
нии. 

33.. ФФооррммааллььннааяя  ааннааллооггиияя  ммеежжддуу  ммааггннииттнныыммии
  ии  ээллееккттррииччеессккииммии  ццееппяяммии  

Воспользуемся законом полного тока для анализа неразветвленной не-
однородной магнитной цепи. Эта цепь представляет собой индуктивную ка-
тушку с сердечником из ферромагнитного материала, который усиливает 
магнитный поток и придает ему требуемую форму (рис.32).  

Фs

Ф

l

Рис.32

I

U F

lв

   Рис.31 

H 

l

Рис.30 
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Сердечник изготавливают разборным, чтобы на стержень можно было 
надеть катушку. В местах стыков возникают зазоры, которые на рис.32 уч-
тены одним с суммарной длиной lв . Даже небольшой воздушный зазор до-
вольно резко уменьшает магнитный поток. Иногда воздушные зазоры делают 
специально, чтобы сердечник не намагничивался до состояния насыщения. 

Основная часть магнитного потока Ф замыкается по сердечнику. Маг-
нитный поток рассеяния Фs замыкается по воздуху (см. рис.32). Строгий 
расчет магнитной цепи может быть выполнен только с привлечением мето-
дов теории электромагнитного поля. 

Для приближенного решения делают следующие допущения: 
1) пренебрегают магнитным потоком рассеяния )0(Ф =s ;
2) площадь вS , которую пронизывает поток Ф в зазоре, считают рав-

ной площади поперечного сечения S сердечника магнитопровода, т. е. пре-
небрегают выпучиванием магнитных линий в зазоре; 

3) при расчете пользуются основной кривой намагничивания.
Если сечение магнитопровода одинаково, то представленную на рис.32 

магнитную цепь делим на два участка: сердечник и воздушный за-зор. По 
закону полного тока  

FlHHl =+ вв . 

Так как 
0μ⋅μ

=
BH  и

0

в
в μ

=
BH , а

S
BB Ф
в == , то 

S
H

0

Ф
μ⋅μ

= и 

S
H

0
в

Ф
μ

= .

Подставив эти  формулы в закон полного тока, получим 

F
S

l
S

l
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
μ

+
μ⋅μ 0

в

0
Ф . 

По аналогии с электрическим сопротивлением 
S
lR
γ

= , где γ  – удель-

ная проводимость, вводят понятие магнитного сопротивления сердечника 

S
lR

0
м μ⋅μ

=  и зазора 
S

lR
0

в
мв μ

= .

Тогда уравнение по закону полного тока примет вид 

FRR =+Φ )( мвм . 
Отсюда 

мвм RR
F
+

=Φ . 
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Эта формула похожа по структуре на формулу, выражающую закон 
Ома для полной электрической цепи. Уравнение по закону полного тока по-
хоже на уравнение по второму закону Кирхгофа для электрической цепи, 
уравнение 0ΣΦ =  – на уравнение по первому закону Кирхгофа. 

На основании этого говорят о формальной аналогии между магнитны-
ми и электрическими цепями. По своему физическому содержанию процес-
сы, происходящие в этих цепях, существенно отличаются. 

По аналогии с электрической цепью в магнитной цепи можно выделить 
узлы и ветви, составить ее схему замещения. 

Схема замещения магнитной цепи рис.32 и ее аналоговая электриче-
ская схема приведены на рис.33, а и б. 

Схема замещения содержит два последовательно соединенных элемен-
та: линейный, сопротивление мвR  которого равно магнитному сопротивле-
нию воздушного зазора, и нелинейный, сопротивление мR  которого равно 
магнитному сопротивлению сердечника. 

Расчет магнитных цепей аналогичен расчету нелинейных электриче-
ских цепей с сосредоточенными параметрами, причем МДС F соответствует 
ЭДС Е, поток Ф – току I, магнитное сопротивление мR  – электрическому со-
противлению R , магнитное напряжение мU  – электрическому напря- 
жению U. 

По аналогии с электрическими цепями основные законы магнитных 
цепей нередко называют законами Кирхгофа для магнитных цепей и форму-
лируют следующим образом: 

1) алгебраическая сумма магнитных потоков в узле равна нулю:

0ФΣ = ; 
2) алгебраическая сумма магнитных напряжений в контуре равна ал-

гебраической сумме действующих в этом контуре МДС: 

∑∑ = FUм ; IWlH ΣΣ =  или ∑∑ =Φ FRм . 

Магнитное напряжение направлено по потоку. Для определения на-
правления МДС можно использовать правило правой руки: если сердечник 

Рис.33 
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мысленно охватить правой рукой, расположив четыре пальца по направле-
нию тока в катушке, то отогнутый большой палец укажет направление МДС. 

ВВооппррооссыы  ддлляя  ссааммооппррооввееррккии  

1. Что называют магнитной цепью?
2. Что называют магнитной постоянной?
3. В каких единицах измеряют магнитную индукцию?
4. Какая зависимость связывает магнитную индукцию и напряжен-

ность магнитного поля? 
5. Что называют основной кривой намагничивания?
6. Что назвали магнитным потоком и в каких единицах его измеряют?
7. Что называют магнитодвижущей силой и в каких единицах ее изме-

ряют? 
8. Какие основные законы магнитных цепей вы знаете?
9. Назовите величины  – аналоги в электрических и магнитных цепях.
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5. РАСЧЕТ НЕРАЗВЛЕТЛЕННЫХ МАГНИТНЫХ ЦЕПЕЙ

1. Прямая задача
2. Обратная задача
3. Расчет магнитной цепи постоянного тока

11.. ППрряяммааяя  ззааддааччаа

При расчете магнитных цепей различают два типа задач: прямую и об-
ратную. 

В прямой задаче по заданному  магнитному потоку нужно определить 
магнитодвижущую силу катушки, необходимую для его создания. Заданы 
геометрические размеры магнитопровода и кривая намагничивания ферро-
магнетика. 

Порядок решения следующий: 
1. Нанесем среднюю силовую линию и определим направление МДС.
2. Разобьем магнитную цепь на участки, отличающиеся друг от друга

площадью поперечного сечения и материалом. Длины участков kl  берем по 
средней силовой линии. 

Магнитную цепь, представленную на рис.34, разбиваем на три уча-
стка: два  из ферромагнитного материала, отличающиеся площадью попереч-
ного сечения, и воздушный зазор. При расчете необходимо, чтобы [ l] = м,  а 
[S] = м2. 

3. Для каждого участка находим
значения магнитной индукции, исходя 
из постоянства потока вдоль всей цепи. 

Так как в1 SS = , то 
1

в1
Ф
S

BB == . На вто-

ром участке 
2

2
Ф
S

B = . 

4. По основной кривой намагни-
чивания, зная индукции 1В  и 2В , опре-
делим напряженности  поля на ферро-
магнитных участках 1Н  и 2Н . 

Напряженность поля в воздушном 
зазоре вычислим по формуле 

в
6

0

в
в 108,0 BBН ⋅=

μ
= . 

l1

I

U

l2

Рис.34

lв
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При этом [ ]
м
А

в =Н . 

5. По закону полного тока находим МДС:

вв2211 lHlHlHF ++= . 

22.. ООббррааттннааяя  ззааддааччаа

По заданной МДС находим созданный ею магнитный поток. Для реше-
ния обратной задачи используют формальную аналогию между магнитными 
и электрическими цепями. Схема замещения неразветвленной неоднородной 
магнитной цепи аналогична схеме замещения нелинейной электрической це-
пи с одним источником энергии и последовательным соединением элемен-
тов. При расчете электрических нелинейных цепей используют вольт-
амперные характеристики (ВАХ). Аналогом ВАХ в магнитной цепи является 
вебер-амперная характеристика, т. е. зависимость )Ф( мU . Для построения 
вебер-амперной характеристики выбирают ряд значений kФ  и вычисляют 
для них магнитное напряжение 

k
Uм  как в прямой задаче. 

Произвольными значениями kФ  задаваться нельзя из-за явления маг-
нитного насыщения. Поэтому нужно выбирать ряд значений kВ  из основой 
кривой намагничивания, а по ним вычислять SВkk ⋅=Ф . Либо по maxВ  вы-
числить SB ⋅= maxmaxФ , остальные значения магнитного потока выбрать от 0 
до maxФ . 

Решение обратной задачи возможно двумя способами. 
1. Отыскание рабочей точки на результирующей вебер-амперной ха-

рактеристике по заданному значению МДС. 
В неразветвленной магнитной цепи поток один, а МДС F равна сумме 

магнитных напряжений отдельных участков. Поэтому для построения ре-
зультирующей вебер-амперной характеристики складывают значения маг-
нитных напряжений при одном потоке. Можно построить вебер-амперные 
характеристики для каждого участка цепи, а затем их сложить. Но такое ре-
шение является нерациональным. Лучше сразу строить результирующую ха-
рактеристику, вычислив ∑ k

Uм  для выбранного ряда значений kФ .  
Практически следует задаться рядом значений магнитной индукции, 

охватывая весь интервал, на участке с меньшим сечением, чтобы на других 
участках значения индукции не превысили допустимых из-за явления маг-
нитного насыщения величин. 

Меньшим сечением в магнитной цепи на рис.34 обладает участок 2. 
Значения индукции 

kk
ВВ в1 =  можно определить по формуле ==

kk
ВВ в1  

1

22

1

Ф
S

SB
S

kk ⋅
== . 
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Для каждого из значений магнитного 
потока нужно решить прямую задачу
и вычислить ∑Uмk 

= ∑Нklk.
Результаты вычислений лучше
свести в таблицу. 

По полученным данным строим 
зависимость Φ = f (∑Uм ) (рис.35). 

По значению ∑= мUF  нахо-
дим рабочую точку А и значение  
магнитного потока Ф. 

2. Отыскание рабочей точки на пересечении вебер-амперной характе-
ристики сердечника с зеркальным изображением вебер-амперной характери-
стики воздушного зазора. 

Этот способ рационально использовать при одинаковой площади попе-
речного сечения магнитопровода. 

Вебер-амперную характеристику сердечника Ф   = f (Uм)
можно получить из основной кривой намагничивания, умножив В и Н 
соответственно на постоянные сомножители S и l. Вид зависимости Ф(Uм)
будет аналогичен основной кривой намагничивания (рис.36). 

Магнитное напряжение сердечника в рабочем режиме можно опреде-
лить по закону полного тока: мвм UFU −= . Очевидно, что графики 

)(Ф мUf=  и )(Ф мвUFf −=  пересекутся в рабочей точке. 

Рис.35 

Рис.36 
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Вычитая из величины МДС F абсциссы зависимости )(Ф мвUf= , по-
лучим абсциссы графика )(Ф мвUFf −= , т. е. график )(Ф мвUFf −=  пред-
ставляет собой зеркальное  изображение зависимости )(Ф мвUf= , сдвинутое 
вправо от начала координат на величину МДС F. Вебер-амперная характери-
стика воздушного зазора – прямая линия. Для ее построения достаточно двух 
точек. Точку 1 получаем для значения Ф = 0. При этом 0мв =U , а 

FUF =− мв . Чтобы получить точку 2, задаемся каким-либо значением iΦ , 
не выходящим за пределы, обусловленные явлением магнитного насыщения. 

Величина магнитной индукции в зазоре 
S

BB i
ii

Φ
==в , напряженность маг-

нитного поля зазора 
ii

BH в
6

в 108,0 ⋅= , магнитное напряжение ввмв lHU
ii

= . 
Величину 

i
Uмв  откладываем влево от точки 1. 

По этим двум точкам строим график )(Ф мвUFf −=  и находим рабо-
чую точку А. Опустив перпендикуляры на оси потока и магнитного напряже-
ния, получим значения Ф, мU  и мвU . 

33.. РРаассччеетт  ммааггннииттнноойй  ццееппии  ппооссттоояяннннооггоо  ттооккаа

В настоящее время постоянные магниты имеют ограниченное приме-
нение ( в магнето, запальных машинах). Рассмотрим магнитопровод, имею-
щий вид кольца без зазора (рис.37). 

            По закону полного тока Hl = 0. Отсюда H = 0.
  После намагничивания В равна остаточной магнитной индукции 

( рис.38). Постоянные магниты изготавливают из магнитотвердых 
материалов. Наматывают обмотку, намагничивают до насыщения, после чего 
обмотку снимают. 

l

Рис.38

B

H

A

Рис.37

31



Если магнитопровод имеет зазор  
(рис.39), то уравнение по закону полного 
тока имеет вид 

0вв =+ lHHl . 

Отсюда в
в H
l
lH −= .

Очевидно, что вВВ = . Напряжен-

ность магнитного поля в зазоре 
0

в μ
=
ВН .

Тогда 
00

в
μ

−=
μ

⋅−=
BNB

l
lН B , где 

l
lNB
в=  – 

размагничивающий коэффициент по индукции. 
Напряженность магнитного поля сердечника 0≠Н . В воздушном про-

межутке вН  и вВ  совпадают по направлению, в ферромагнитном сердечнике  
Н и В – противоположны. 

Магнитное состояние магнитопровода определяет одна из точек кривой 
размагничивания (вторая четверть). 

Зависимость )(Ф мU  можно 
получить из цикла магнитного гис-
терезиса В(Н): SВ ⋅=Ф , lНU ⋅=м . 

Величины S и l являются по-
стоянными, поэтому зависимости 
Ф(Uм ) и В(Н) выглядят аналогично 
(рис.40).  

Площадь поперечного сече-
ния магнитопровода одинакова, по-
этому рабочую точку рационально 

найти на пересечении вебер-
амперной характеристики магнито-
провода и зеркального изображения 

вебер-амперной характеристики 
воздушного зазора. Из уравнения по 

закону полного тока следует, что Uм = −Uмв . График зависимости Ф(−Uмв ) – 
прямая линия, проходящая через начало координат. Для ее построения доста-

точно найти координаты одной точки 1. Задавшись значением магнитного  

потока iФ , не выходящим за пределы насыщения, вычислим 
S

B i
i

Ф
в = , 

ii
BH в

6
в 108,0 ⋅=  и ввмв lHU

ii
⋅= . 

Рабочая точка А находится на пересечении графиков  )(Ф мU  и 
)(Ф мвU− . 

BвHв

H
B

lв

l

Рис.39

Рис.40
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ВВооппррооссыы  ддлляя  ссааммооппррооввееррккии  

1. Какую задачу называют прямой?
2. Чем отличаются друг от друга участки, на которые делят магнитную

цепь? 
3. Приведите алгоритм решения прямой задачи.
4. Как определить напряженность магнитного поля для ферромагнит-

ных участков? 
5. Как определить напряженность магнитного поля в воздушном зазо-

ре? 
6. Какую задачу называют обратной?
7. Что является аналогом вольт-амперной характеристики в магнитных

цепях? 
8. Какие способы решения обратной задачи вы знаете? Для каких маг-

нитных цепей рационально применять каждый из способов? 
9. В каких магнитных цепях направления Н и В противоположны?
10. Каким способом рационально делать расчет цепи постоянного маг-

нита?  
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6. РАСЧЕТ РАЗВЕТВЛЕННЫХ МАГНИТНЫХ ЦЕПЕЙ

1. Симметричные цепи
2. Несимметричные цепи

2.1. Прямая задача 
2.2. Обратная задача 
2.3. Смешанная задача 

11.. ССииммммееттррииччнныыее  ццееппии

Разветвленные симметричные магнитные цепи часто встречаются 
на практике. Пример такой цепи приведен на рис.41. 

Ф3

Ф2Ф1

II

Магнитную цепь делят по оси симметрии на две одинаковые нераз-
ветвленные цепи, расчет которых уже рассмотрен. Магнитные потоки в них 
одинаковы и соответствуют половине потока среднего стержня сердечника: 

1 2 3Ф Ф 0,5Ф= = . 

22.. ННеессииммммееттррииччнныыее  ццееппии

Пример разветвленной несимметричной магнитной цепи приведен на 
рис.42. Наносим средние силовые линии, по которым вычисляем линейные 
размеры, определяем направления МДС и указываем направления магнитных 
потоков. 

Делим цепь на участки, отличающиеся площадью поперечного сечения 
и материалом. 

Рис.41
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При расчетах удобно пользоваться схемой замещения магнитной цепи 
и аналоговой ей электрической схемой (рис.43, а, б). 

При расчете разветвленных магнитных цепей различают три типа за-
дач: прямую, обратную и смешанную. 

2.1. Прямая задача. В прямой задаче известны геометрические размеры 
в321 ,,, llll , 321 ,, SSS , основная кривая намагничивания сердечника В(Н), маг-

нитные потоки 321 Ф,Ф,Ф . Нужно вычислить создавшие их МДС 1F  и 2F . 
Составим систему уравнений по законам Кирхгофа для магнитных це-

пей: 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
+=+

=+−

.
;

;0ФФФ

2вв3322

212211

321

FlHlHlH
FFlHlН

По заданным значениям потоков вычисляем магнитные индукции 

i

i
i S

B Φ
= . Для участков из ферромагнитных материалов по основной кривой

намагничивания находим jH . Напряженность поля в воздушном зазоре 

l3
l2

l1

W 1 W2

a

b

Ф2

Ф3Ф1

Рис.42 

F2

F 1
I2

I 1

lв

Рис. 43 
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в
6

в 108,0 BH ⋅= . Подставив значения H  и l  в уравнения по второму закону 
Кирхгофа, найдем 1F  и 2F . 

2.2. Обратная задача. В обратной задаче по известным геометрическим 
размерам, зависимости В(Н), значениям МДС нужно вычислить созданные 
ими магнитные потоки. Эту задачу решают графоаналитически по аналогии с 
нелинейными электрическими цепями. 

Решение 
1. Для решения задачи необходимы вебер-амперные характеристики

)(Ф 1м1 U , )(Ф 2м2 U , )(Ф мвм3 3 UU + , способ получения которых подробно 
рассмотрен в лекции 22. В неразветвленных магнитных цепях рабочая точка 
расположена в первой четверти координатной плоскости. В разветвленных 
магнитных цепях рабочая точка может оказаться в любой четверти коорди-
натной плоскости. 

Поэтому вебер-амперные характеристики нужно рассматривать и в 
третьей четверти, где они расположены  симметрично первой. 

2. Рационально сделать расчет методом напряжения между двумя уз-
лами. Условием для нахождения рабочей точки является уравнение по пер-
вому закону Кирхгофа: 

0ФФФ 321 =+− . 

Для упрощения решения задачи уравнение представим в виде 

231 ФФФ =+ . 

3. Оперировать функциями можно, если они заданы в зависимости от
одного общего аргумента. Таким аргументом  является магнитное напряже-
ние между двумя узлами abUм . Рассчитав изменение магнитного потенциала
между точками b и а для всех трех ветвей ( см. рис.43, а), получим сле-
дующие уравнения: 

мвммм2м;м1м 321 ; UUUUFUUFU ababab −−=+−=−= . 

4. На основании этих уравнений, пользуясь зависимостями )(Ф 1м1 U ,
)(Ф 2м2 U , )(Ф мвм3 3 UU + , строим графики )(Ф м1 abU , )(Ф м2 abU и 
)(Ф м3 abU  (рис.44). 
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График )(Ф м1 abU  строим,
зеркально отобразив зависимость 

)(Ф 1м1 U  и сместив ее вправо от
начала координат на величину 
МДС 1F  (кривая 1). График 

)(Ф м2 abU строим, сместив гра-
фик )(Ф 2м2 U  влево от начала
координат на величину МДС 2F  
(кривая 2). График 3Ф  ( аbUм )
получаем зеркальным отображе-
нием графика )(Ф мвм3 3 UU +

(кривая 3). 
5. Складывая ординаты 

кривых 1 и 3 при одинаковых 
значениях аbUм , получим кри-
вую 4, являющуюся зависимо-
стью )()ФФ( м31 аbUf=+ . Пере-
сечение кривых 2 и 4 дает рабочую точку А. 

Опустив из точки А перпендикуляр на ось абсцисс, получим значение 
аbUм . При пересечении перпендикуляра с графиками  1, 2 и 3  получим зна-

чения магнитных потоков. 

2.3. Смешанная задача. В смешанной задаче по части значений МДС и 
потоков нужно вычислить остальные значения МДС и потоков. Задание хотя 
бы одного из потоков или соотношения между потоками упрощает решение 
по сравнению с обратной задачей. 

Пусть для магнитной цепи на рис.42 нужно вычислить МДС F2 и 
потоки Ф1, Ф3 , если заданы значения МДС F1 и магнитного потока Ф2 . 

Решение 
1. Выявим вебер-амперные характеристики 1 м1Ф ( )U , 

12 мФ ( )U , 

33 м мвФ ( )U U+ . 
2. Запишем уравнение по первому закону Кирхгофа:

231 ФФФ =+ , 

где 2Ф  – известная величина. 
3. Уравнения, связывающие магнитное напряжение между двумя уз-

лами аbUм  с магнитными напряжениями на элементах схемы замещения те
же, что и в п. 2.2: 

Рис.44 
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мвммм2мм1м 321
;; UUUUFUUFU аbаbаb −−=+−=−= . 

4. На основании этих уравнений, поль-
зуясь зависимостями 

13 мФ ( )U  и 
33 м мвФ ( )U U+ , 

строим графики 1 мФ ( )
аb

U  и 3 мФ ( )
аb

U  (соответ-
ственно кривые 1 и 2 на рис.45). 

5. Складывая ординаты кривых 1 и 2,
получаем кривую 3, являющуюся зависимо-
стью )()ФФ( м31 аbUf=+ . Точка А, где сумма 
( )ФФ 31 +  равна известному значению 2Ф , яв-
ляется рабочей. Опустив из точки А перпенди-
куляр на ось абсцисс, получим значение аbUм .
При пересечении перпендикуляра с кривыми 1 
и 2 получим значения потоков 1Ф  и 3Ф . Знак 
минус показывает, что действительное направ-
ление магнитного потока 3Ф  противоположно 

выбранному. 
6. Значение МДС 2F  найдем из уравнения 

2м 2 маb
U F U= − + : 

22 м маb
F U U= − . 

При заданном значении 2Ф  магнитная индукция 2
2

2

ФВ
S

= . По основной 

кривой намагничивания получим 2H . Магнитное напряжение 
2м 2 2U Н l= . 

ВВооппррооссыы  ддлляя  ссааммооппррооввееррккии  

1. Как делают расчет симметричной магнитной цепи?
2. Как составить схему замещение магнитной цепи?
3. Что понимают под законами Кирхгофа для магнитных цепей?
4. Какую задачу называют прямой?
5. Какую задачу называют обратной?
6. Какой метод рационально использовать для решения обратной зада-

чи? 
7. Что является условием для нахождения рабочей точки?
8. Какую задачу называют смешанной?

Рис. 1.45 
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7. НЕЛИНЕЙНЫЕ ЦЕПИ ПЕРЕМЕННОГО ТОКА

1. Магнитный поток и ЭДС катушки с ферромагнитным сердечником
2. Потери в катушке с ферромагнитным сердечником
3. Ток катушки с ферромагнитным сердечником

11.. ММааггннииттнныыйй  ппооттоокк  ии  ЭЭДДСС  ккааттуушшккии
сс  ффееррррооммааггннииттнныымм  ссееррддееччннииккоомм  

В электротехнических устройствах в основном используют индуктив-
ные катушки с ферромагнитным сердечником. 

При наличии в индуктивной катушке переменного тока созданный им 
магнитный поток будет тоже переменным, поэтому в катушке наводится 
ЭДС самоиндукции. Основная часть магнитного потока оФ  замыкается по 

сердечнику. Этот поток наводит ЭДС 
t

We
d

dФо
о −= . Это явление характери-

зуют индуктивностью оL . 
Ферромагнитные цепи являются нелинейными. 

Величина индуктивности Lо меняется в зависимости 
от величины тока в катушке ( рис.46). Поэтому 

формулу 
t
iLe

d
d

оо −=  использовать нельзя. Если маг-

нитный поток меняется по синусоидальному закону 
tm ωsinФФ = , то созданная им ЭДС 

)
2
πωsin(ωФcosωФ

d
dФ

+−=ω−=−= tWtW
t

We mm . 

Полученное выражение показывает, что при синусоидальном магнит-
ном потоке ЭДС меняется тоже по синусоидальному закону и отстает от соз-
давшего ее потока на 90 градусов. 

Эти выводы можно проиллюстрировать графиками: синусоидами  
(рис.47, а) и векторной диаграммой (рис.47, б). 

Максимальное значение ЭДС ωФmm WЕ = . Так как угловая частота 
fπ2ω = , можно записать: 

fWE mm π= 2Ф . 

Рис.46 
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Разделив обе части равенства на 2 , получим действующее значение 
ЭДС: 

mm
m WfWfEE Ф44,4Ф

2
2

2
=

π
== . 

Эту формулу называют формулой трансформаторной ЭДС. 
Расчет магнитных цепей аналогичен расчету нелинейных электриче-

ских цепей с сосредоточенными параметрами, причем МДС F соответствует 
ЭДС Е, поток Ф – току I, магнитное сопротивление мR  – электрическому со-
противлению R , магнитное напряжение мU  – электрическому напряжению U. 

Явление электромагнитной индукции – одно из важнейших явлений, 
наблюдающихся в магнитном поле. 

В 1819 г. датчанин Ганс Эрстед открыл магнитные действия электри-
ческого тока. До этого было установлено, что электрическая энергия превра-
щается в тепловую и химическую, а тепловая и химическая – в электриче-
скую. Еще раньше было известно, что тепловая энергия превращается в ме-
ханическую, а механическая – в тепловую. 

Зная об открытии Г. Эрстеда и учитывая, что преобразования энергии 
являются  обратимыми, англичанин Майкл Фарадей в 1821 г. записал в днев-
нике: «Превратить магнетизм в электричество».Через 10 лет упорного труда 
в 1831 г. он открыл явление электромагнитной индукции – основу принципа 
действия электрических машин и измерительных приборов. 

М. Фарадей был гениальным экспериментатором. За 24 года в каждом 
номере журнала Академии наук было напечатано 3362 параграфа материалов 
«Из лаборатории Фарадея». 

22.. ППооттееррии  вв  ккааттуушшккее  сс  ффееррррооммааггннииттнныымм  ссееррддееччннииккоомм

Одна из особенностей катушки с ферромагнитным сердечником состо-
ит в том, что кроме активной мощности, потребляемой на нагрев  самой ка-
тушки, активная мощность расходуется в сердечнике. 

Рис.47 
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Мощность, потребляемую в проводах катушки, называют потерями 
мощности в меди мР , потому что в большинстве случаев обмотки изготов-
ляют из медной проволоки. Мощность, расходуемую на нагрев сердечника, 
называют потерями мощности в стали стР . Можно записать: стм РРР += . 

Потери в стали складываются из потерь на гистерезис гР  и потерь от 
вихревых токов втР : 

втгст РРР += . 

Потери на гистерезис – это потери на перемагничивание. Их характе-
ризует площадь цикла магнитного гистерезиса. 

Потери на гистерезис вычисляют по формуле 

GfBР n
mгг σ= , 

где гσ  – коэффициент, зависящий от материала сердечника; G – вес сердеч-
ника. 

Показатель степени n = 1,6 при 1<тВ  Тл, n = 2 при 1>тВ  Тл. 
Под действием переменного магнитного потока в сердечнике наводят-

ся ЭДС, которые создают токи, замыкающиеся в теле сердечника. Их назы-
вают вихревыми токами. Они нагревают сердечник, а также вызывают маг-
нитный поток, направленный против основного магнитного потока. 

Для уменьшения потерь от вихревых токов сердечник изготавливают 
из тонких пластин, изолированных друг от друга. 

Потери от вихревых токов вычисляют по формуле 

GВfР т
22

ввт σ= , 

где 2
2

в 6
а

ρ
π

=σ ; с – удельное сопротивление; а – толщина пластины сердечника. 

При уменьшении толщины пластины увеличиваются потери на пере-
магничивание. Поэтому выбирают следующие оптимальные размеры: 

при частоте f = 50 Гц а = (0,35–0,5) мм; 
при частоте f = 400 Гц а = (0,1–0,35) мм. 

33.. ТТоокк  ккааттуушшккии  сс  ффееррррооммааггннииттнныымм  ссееррддееччннииккоомм

Чтобы построить график изменения тока i(t), необходимо воспользо-
ваться графиком изменения магнитного потока Ф(t) и магнитной характери-
стикой катушки Ф(i). 

Магнитную характеристику можно получить на основе зависимости 
В(Н), умножив магнитную индукцию на площадь поперечного сечения сер-
дечника S, а напряженность магнитного поля Н – на длину средней силовой 
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линии сердечника. Произведение Ф=⋅ SB , произведение мUHl =  пропор-
ционально току. Так как S и l являются постоянными величинами, то магнит-
ная характеристика имеет тот же вид, что и цикл  магнитного гистерезиса. 

1. Пренебрегаем потерями на гистерезис ( 0г =Р ).
В этом случае магнитная характеристика имеет тот же вид, что и ос-

новная кривая намагничивания. Построение графика i(t) иллюстрирует рис. 
48. 

Полученный график тока позволяет сделать следующие выводы: 
1. При синусоидальном напряжении и синусоидальном магнитном по-

токе ток несинусоидальный. 
2. Кривая тока симметрична относительно прямой, проходящей через

максимальное значение тока. 
3. Когда магнитный поток Ф = 0, ток i = 0.
4. Когда магнитный поток mΦ=Φ , ток maxIi = .

Рис. 48 
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5. При разложении кривой тока в ряд Фурье в нем ярко выражены не-
четные гармоники: 

…+++= 531 iiii . 

2. Учитываем потери на гистерезис ( 0г ≠Р ).
Построение графика i(t) иллюстрирует рис.49. 

Полученный график тока позволяет сделать следующие выводы: 
1. При синусоидальном напряжении и синусоидальном магнитном по-

токе кривая тока резко несинусоидальная. 
2. Кривая тока несимметрична относительно прямой, проходящей че-

рез максимальное значение тока. 
3. Когда магнитный поток Ф = 0, ток 0≠i . Когда ток 0=i , магнитный

поток 0Ф ≠ . Ток опережает магнитный поток на угол магнитных потерь д. 
4. Когда магнитный поток тФФ = , ток maxIi = .

Рис.49 
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5. При разложении кривой тока в ряд Фурье ярко выражены нечетные
гармоники: …+++= 531 iiii . 

ВВооппррооссыы  ддлляя  ссааммооппррооввееррккии  

1. Чем катушка с ферромагнитным сердечником принципиально отли-
чается от катушки без сердечника? 

2. Каково фазное соотношение между ЭДС и создавшим ее магнитным
потоком? 

3. Приведите формулу трансформаторной ЭДС.
4. Что называют потерями в меди и потерями в стали?
5. По каким причинам сердечник греется?
6. Как уменьшают потери от вихревых токов?
7. Как меняется ток в катушке с ферромагнитным сердечником?
8. Какие особенности имеет ряд Фурье, полученный при разложении

кривой тока? 
9. Чем отличаются кривые тока при учете потерь на гистерезис и при

пренебрежении ими? 
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8. РАСЧЕТ КАТУШКИ С 
ФЕРРОМАГНИТНЫМ СЕРДЕЧНИКОМ

1. Схема замещения и векторная диаграмма катушки с ферромагнит-
ным сердечником 

2. Расчет параметров схемы замещения катушки с ферромагнитным
сердечником 

3. Расчет катушки с ферромагнитным сердечником методом кусочно-
линейной аппроксимации 

11.. ССххееммаа  ззааммеещщеенниияя  ии  ввееккттооррннааяя  ддииааггррааммммаа  ккааттуушшккии  сс
ффееррррооммааггннииттнныымм  ссееррддееччннииккоомм  

При расчетах, не требующих особо высокой точности, несинусоидаль-
ный режим заменяют синусоидальным. Кривую тока заменяют либо эквива-
лентной ей синусоидой с тем же действующим значением тока, либо первой 
гармоникой, пренебрегая высшими, полученными при разложении кривой 
тока в ряд Фурье. При этом происходит замена нелинейного элемента услов-
но-нелинейным: ВАХ для мгновенных значений будет линейной, для дейст-
вующих – нелинейной. 

Синусоидальную величину можно заменить вращающимся вектором, а 
ему сопоставить комплексное число. Становятся возможными расчеты  сим-
волическим методом, построение векторных диаграмм. 

В схеме замещения идеальными элементами (рис.50) учитывают яв-
ления, происходящие в реальной катушке. 

Резистор сопротивлением R  учитывает нагрев проводов катушки, со-
противлением  оR  – нагрев сердечника. 

Индуктивный элемент сопротивлением sX  учитывает ЭДС sE , наве-
денную магнитным потоком рассеяния, оX  – ЭДС оE , наведенную основ-
ным магнитным потоком. 

Элементы схемы замещения, связанные с сердечником, являются нели-
нейными. 

При некоторых расчетах более удобно использовать эквивалентную 
схему замещения с параллельным соединением элементов (рис.51).  

Переход от одной схемы замещения к другой делают по формулам: 

2
о

о
о2

о

о
о2

о

о
о2

о

о
о ;;;

Z
XB

Z
RG

Y
BX

Y
GR ==== , 

где оY  – полная проводимость участка между точками 1 и 2, оZ  – полное со-
противление этого участка. 
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Напряжение, подаваемое на катушку, уравновешивает ЭДС оЕ  и sЕ  и 
падение напряжения на резисторе сопротивлением R: 

IREEU s
���� +−−= о .

ЭДС можно учесть соответствующими напряжениями: 

оо UE �� −=  и IjXUE sss
��� −=−= . 

Тогда уравнение электрического состоя-
ния примет вид 

IjXIRUU s
���� ++= о . 

В схеме замещения с параллельным со-
единением элементов ток раскладывается на две 
составляющие: реактивную намагничивающую 

μI  и активную сI , учитывающую потери в ста-
ли. 

Построение векторной диаграммы начи-
нают с вектора основного магнитного потока Ф�
о (рис. 52). Наведенная им ЭДС Ео отстает от 

оФ  на угол о90 . Напряжение оо EU �� −= . Ток опе-
режает основной магнитный поток на угол маг-
нитных потерь δ . Магнитный поток рассеяния 

sФ  совпадает по фазе с током. Наведенная им 
ЭДС sE  отстает от sФ  на угол °90 . 

Входное напряжение складывается из 
трех: IRU �� ,о  и IjX s � . Вектор напряжения IR �

строим из конца вектора оU�  параллельно вектору 
тока I� . Вектор напряжения IjX s �  опережает вектор тока на °90 .

Векторная диаграмма токов для схемы с параллельным соединением 
элементов представлена на рис.53. 

Рис.51 Рис.50 

Рис. 52 

Рис. 53 
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22.. РРаассччеетт  ппааррааммееттрроовв  ссххееммыы  ззааммеещщеенниияя  ккааттуушшккии  сс  ффееррррооммааггннииттнныымм
ссееррддееччннииккоомм  

Катушку рассматриваем как условно нелинейный элемент, заменяя не-
синусоидальный режим для мгновенных значений синусоидальным. В этом 
случае применимы все методы расчетов для линейных цепей. 

2.1. Расчет параметров схемы замещения по результатам опытов 
Используя показания таких приборов, как амперметр, вольтметр, ватт-

метр, фазометр, на основании законов Кирхгофа с помощью векторных диа-
грамм и основных формул электротехники, производится расчет параметров. 

2.2. Расчет параметров схемы замещения 
по кривым удельных потерь. 

В качестве характеристик стали принима-
ют кривые удельных потерь, которые приведены 
в справочной литературе (см. рис.54). 

Под удельными потерями понимают от-
ношения активной и реактивной мощностей 
сердечника к единице массы  стального магни-
топровода: 

G
QG

G
РР ст

ст.уд
ст

ст.уд ; == . 

Активная мощность сердечника оост φcosIUР = . Как видно из 

рис.53, можно записать 
о

2
с2

ооооосоост δsin
G
IUGUGUIUIUР ===== .

Реактивная мощность сердечника === δcosφsin ооост IUIUQ

о

2
μ2

ооμо B
I

UBIU === . 

Рассмотрим решение на конкретном примере. 
Пример. Вычислить проводимости оB  и оG , если известны геометри-

ческие размеры сердечника, число витков катушки, входное напряжение, 
кривые удельных потерь и активное сопротивление R. 

Решение 
Зная геометрические размеры и материал сердечника, можно опреде-

лить вес сердечника G. 
Реактивным сопротивлением пренебрегаем, т. е. принимаем 0=sX . 

Так как оUU R << , принимаем UU ≈о . 
Из формулы трансформаторной ЭДС тfWUE Ф44,4оо ==  вычислим 

fWS
UВт 44,4

≈ , так как SВтт ⋅=Ф .

По кривым удельных потерь найдем ст.удР  и ст.удQ . 

Рис. 54 
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Тогда GРР ⋅= ст.удст ; GQQ ⋅= ст.удст . 
Искомые проводимости определим по формулам: 

2
о

ст
о U

PG = ; 2
о

ст
о U

QB = .

Расчеты можно уточнить, пользуясь методом итерации. Если сопро-
тивление 0=sX , то входное напряжение определим по формуле 

оUIRU ��� += .

Ток μс III ��� += . Токи сI  и μI  можно вычислить по формулам:

о
ст

с U
PI = ;

о

ст
μ U

QI = .

U�Будем считать, что векторы о и I�с лежат на действительной оси
(см. рис.53). Тогда формулу входного напряжения можно записать сле-
дующим образом: 

оμс )( UjIIRU +−=� .

Задаваясь другим значением mB , расчет повторяют до тех пор, пока за-
данное напряжение станет отличаться от вычисленного по формуле не более, 
чем требует указанная точность. 

После этого можно вычислить проводимости оG  и оB . 

33.. РРаассччеетт  ккааттуушшккии  сс  ффееррррооммааггннииттнныымм  ссееррддееччннииккоомм
ммееттооддоомм  ккууссооччнноо--ллииннееййнноойй  ааппппррооккссииммааццииии  

Метод кусочно-линейной аппроксимации можно применять в случае, 
если материал сердечника имеет почти прямоугольную кривую намагничи-
вания. Такой формой кривой намагничивания обладают некоторые высоко-
качественные магнитомягкие материалы.  

Пусть катушка с ферромагнитным сердечником подключена к источ-
нику напряжения, которое меняется по закону tUu m ωsin= . Задана зависи-
мость В(Н). Нужно определить законы изменения потокосцепления ψ , на-
пряжений Ru  и Lu . 

Выберем самый простой вид кусочно-линейной аппроксимации кривой 
намагничивания ( рис.55). Магнитная характеристика аналогична кривой 
намагничивания, так как получается путем умножения В и Н на постоянные 
величины (рис.56). 
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Уравнение электрического состояния катушки с ферромагнитным сер-
дечником в самом общем виде можно записать следующим образом: 

tU
t

Ri m ω=
ψ

+ sin
d
d , 

где Ri  – напряжение на резистивном элементе Ru , 
td

dψ  – напряжение на ин-

дуктивном элементе Lu . 

Решение будет более интересным, если принять, что в начальный мо-
мент времени (t = 0) сердечник был намагничен до насыщения, причем пото-
косцепление ψ = −ψн . Этому состоянию соответствует точка 1 на магнитной 
характеристике (см. рис.56). 

С увеличением напряжения сердечник начинает перемагничиваться.  
При   изменении  текущего угла ωt от 0 до ωt1  (рис.57),     когда пото-

косцепление ψ  станет равным нψ , рабочая точка на магнитной характери-
стике перемещается в интервале 1–2. Этому интервалу соответствует значе-
ние тока 0=i . Напряжение 0=Ru . Уравнение электрического состояния 
примет вид: 

tU
t

u mL ωsin
d
ψd

== . 

Отсюда получаем закон изменения потокосцепления: 

AtUm +−=ψ ωcos
ω

.

Рис.55 Рис.56 
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Вычислим постоянную интегрирования А. Так как при t = 0 потокосце-
пление нψψ −= , запишем 

AUm +
°

−=ψ−
ω

0cos
н . 

Тогда  AUm +−=−
ω

ψн , потому что cos 0є = 1. Отсюда нψω
−= mUA .

Закон изменения потокосцепления в более полном виде: 

нн ψ)ωcos1(
ω

ψ
ω

ωcos
ω

ψ −−=−+−= tUUtU mmm . 

Выясним, до какого значения текущего угла 1tω  будет происходить пе-
ремагничивание сердечника. 

При 1t tω = ω  потокосцепление нψψ = .  

Рис.57
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Тогда н1н ψ
ω

ωcos
ω

ψ −+−= mm UtU ; )ωcos1(
ω

ψ2 1н tUm −= . 

Отсюда 
mU

t ωψ21ωcos н
1 −= ;    ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ωψ
−=ω

mU
t н
1

21arccos . 

Графики u, uR, uL, ψ представлены на рис.57. 
Если сердечник полностью перемагнитился при 1tω < π , то на интер-

вале значений текущего угла от 1tω  до π  потокосцепление constψψ н == .  

Тогда 0
d
d

=
ψ

=
t

uL , tURiu mR ωsin== . 

Рабочая точка на магнитной характеристике находится на интервале  
2–3. 

При отрицательной полуволне входного напряжения сердечник вновь 
перемагничивается, потокосцепление  меняется от нψ  до нψ− . После пере-
магничивания до ωt = 2π потокосцепление ψ = −ψ constн = ( см. рис.57). 
Расчеты аналогичны приведенным для положительной полуволны входного 
напряжения. Далее процессы повторяются. 

ВВооппррооссыы  ддлляя  ссааммооппррооввееррккии  

1. Какое явление учитывает линейный резистивный элемент схемы за-
мещения? 

2. Какое явление учитывает нелинейный резистивный элемент схемы
замещения? 

3. Какое явление учитывает линейный индуктивный элемент схемы
замещения? 

4. Какое явление учитывает нелинейный индуктивный элемент схемы
замещения? 

5. По каким формулам делают переход от последовательной схемы за-
мещения к параллельной и обратно? 

6. Каков порядок построения векторной диаграммы катушки с ферро-
магнитным сердечником? 

7. Какие методы расчета параметров схемы замещения катушки с фер-
ромагнитным сердечником вы знаете? 

8. Что назвали кривыми удельных потерь?
9. В чем суть расчета методом кусочно-линейной аппроксимации?

51



9. ЯВЛЕНИЕ ФЕРРОРЕЗОНАНСА

1. Феррорезонанс напряжений
2. Феррорезонанс токов

Явление феррорезонанса возникает в цепях с нелинейными индуктив-
ными катушками и конденсаторами, когда они компенсируют действие друг 
друга. Цепь имеет чисто активный характер. 

Для достижения резонанса в линейных цепях нужно изменить пара-
метры или частоту. Феррорезонанс возникает за счет изменения индуктивно-
сти при изменении величины тока и напряжения. 

При анализе феррорезонансных явлений делаем допущения: 
1. Считаем индуктивную катушку условнонелинейным элементом, за-

меняя кривую тока ее первой гармоникой, полученной при разложении  в ряд 
Фурье. 

2. Пренебрегаем потерями на гистерезис, т. е. при анализе используем
основную кривую намагничивания. 

11.. ФФееррррооррееззооннааннсс  ннааппрряяжжеенниийй

Наблюдается в цепи с последовательным соединением нелинейной ин-
дуктивной катушки и конденсатора. 

1.1. Пренебрегаем активным сопротивлением (R = 0). 
Упрощенная схема замещения анализируемой цепи представлена на 

рис.58. Векторная диаграмма изображена на рис.59. 

Входное напряжение CL UUU ��� += . Так как векторы напряжений LU�  и 

CU�  противоположны, можно записать CL UUU −= . 
Результирующая вольт-амперная характеристика изображена на рис.60. 

Рис.58 Рис.59 
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Если вольт-амперные характеристики индуктивной катушки и конден-
сатора пересекаются, в цепи наблюдается феррорезонанс напряжений. Точка 
А соответствует режиму феррорезонанса. В этой точке CL UU = , угол 0φ = . 

На интервале от 0 до точки А напряжение CL UU > , угол 0φ > , цепь 
имеет индуктивный характер. 

Правее точки А напряжение CL UU < , угол 0φ < , цепь имеет емкост-
ный характер. Говорят, что при резонансе происходит «опрокидывание» фа-
зы. 

1.2. Учитываем активное сопротивление цепи. 
Схема замещения представлена на рис.61, соответствующая ей век-

торная диаграмма – на рис.62. 

Как видно из векторной диаграммы, входное напряжение 
U = U R

2 + (UС −U L )
2 . Эта формула позволяет построить результирующую 

вольт-амперную характеристику с учетом активного сопротивления цепи 
(рис.64). 

( )L CU U f I− =
Рис.60

Рис.62 Рис.63 
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При феррорезонансе напряжений (точка А) напряжение CL UU = , 
входное напряжение RUU = , т. е. цепь имеет чисто активный характер. Пер-
вые гармоники тока и напряжения совпадают по фазе. 

На участке а0  CL UU > , цепь имеет активно-индуктивный характер, на 
участке ab LC UU > , поэтому цепь имеет активно-емкостной характер. 

Пусть цепь с последовательным соединением нелинейной индуктивной 
катушки и конденсатора подключена к источнику напряжения, действующее 
значение которого с помощью автотрансформатора будем плавно увеличи-
вать, начиная с нуля. Рабочая точка при этом будет перемещаться по вольт-
амперной характеристике (рис.65). 

После достижения точки В ток увеличится скачком, так как одному 
значению напряжения соответствуют два значения тока. При уменьшении 
напряжения скачок тока будет наблюдаться в точке А. Это явление носит на-
звание триггерного эффекта. 

Участок вольт-амперной характеристики между точками А и В являет-
ся участком неустойчивой работы. При питании от источника напряжения 
его нельзя выявить экспериментально. Вольт-амперную характеристику цепи 
с последовательным соединением нелинейной индуктивной катушки и кон-
денсатора можно полностью экспериментально выявить при питании от ис-
точника тока, так как одному значению тока соответствует только одно зна-
чение напряжения. 

Рис.64
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22.. ФФееррррооррееззооннааннсс  ттооккоовв

Наблюдается в цепи с параллельным соединением нелинейной индук-
тивной катушки и конденсатора. Упрощенная схема замещения цепи, если 
пренебречь активным сопротивлением, представлена на рис.66. Соответст-
вующая ей векторная диаграмма изображена на рис.67 

По первому закону Кирхгофа входной ток CL III ��� += . Из векторной
диаграммы видно, что CL III −= . 

Результирующая вольт-амперная характеристика изображена на рис.68. 
В точке А наблюдается феррорезонанс токов (IL = IC ) .                    Цепь име-
ет чисто активный характер, угол φ =. От 0 до точки А цепь имеет емкост-
ный характер, так как ток LC II > . Угол 0φ < . Выше точки А цепь имеет ин-
дуктивный характер, так как ток CL II > . Угол 0φ > . 

Рис.65 

Рис. 66 Рис.67 
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Вольт-амперная характеристика для случая, когда активное сопротив-
ление цепи учтено, представлена на рис.69. Ее построение аналогично 
изображенному на рис.64, но проводить его нужно для токов, а не для на-
пряжений. 

При питании от источника напряжения вольт-амперная характеристика 
будет выявлена полностью, так как одному значению напряжения соответст-
вует одно значение тока. 

При питании от источника тока будут наблюдаться скачки напряжения 
(см. рис.70). Участок АВ является участком неустойчивой работы. 

Рис.68 

Рис.70 Рис.69 
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ВВооппррооссыы  ддлляя  ссааммооппррооввееррккии  

1. Чем феррорезонансные явления принципиально отличаются от ре-
зонансных? 

2. В каких цепях бывает резонанс напряжений?
3. Какой характер имеет цепь при резонансе?
4. Какой вид имеет ВАХ цепи с последовательным соединением нели-

нейной индуктивной катушки и конденсатора? 
5. Какое явление называют триггерным эффектом?
6. Как экспериментально выявить участок неустойчивой работы ВАХ

цепи с последовательным соединением нелинейной катушки и конденсатора? 
7. В какой цепи наблюдается явление феррорезонанса токов?
8. Какой вид имеет ВАХ цепи с параллельным соединением нелиней-

ной катушки и конденсатора? 
9. В каком случае будет наблюдаться триггерный эффект в цепи с па-

раллельным соединением нелинейной индуктивной катушки и конденсатора?  
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10. ВВЕДЕНИЕ В ТЕОРИЮ 
ЭЛЕКТРОМАГНИТНОГО ПОЛЯ

1. Введение
2. Основные векторные величины, характеризующие электромагнитное поле

11.. ВВввееддееннииее

Теория электромагнитного поля изучает физические явления и процес-
сы, происходящие в электромагнитном поле, а также инженерные методы 
расчета этих процессов. Эти явления и процессы лежат в основе действия 
большого числа различных электромагнитных и электронных приборов и 
устройств, широко применяемых на практике. К ним могут быть отнесены: 
электрические машины и аппараты, электроэнергетические установки для 
передачи электрической энергии, электромагнитные и электронные элементы 
автоматики, средства передачи информации, устройства электрометаллургии, 
а также оборудование, предназначенное для исследования электромагнитных 
полей биологических объектов, искусственного интеллекта, многое др. 

Изучение теории электромагнитного поля не только расширяет физи-
ческие представления о поле, дает возможность проектировать различные 
практические устройства, но и способствует формированию у студентов со-
временного мировоззрения. 

Теория электромагнитного поля — теоретическая дисциплина, т. е. ба-
зисная для целого ряда других дисциплин радиотехники, радиолокации, 
электрических машин и др. 

Особенность электромагнитного поля заключается в том, что органы 
чувств человека не в состоянии его воспринимать непосредственно. Однако 
оно обладает общими свойствами с веществом – массой, импульсом, момен-
том импульса, энергией. Особое свойство электромагнитного поля – оказание 
силового воздействия на заряженные частицы, находящиеся в электромаг-
нитном поле. 

Энергия электромагнитного поля распространяется в виде электромаг-
нитных волн с конечной скоростью, и она может превращаться в другие виды 
энергии. 

Исторически сложилось так, что электрические и магнитные поля рас-
сматривали отдельно, об их взаимосвязи первоначально не подозревали. Те-
перь мы знаем, что существует единое электромагнитное поле, которое в за-
висимости от условий проявляется то как электрическое, то как магнитное. 
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Электрические и магнитные поля – различные проявления единого 
электромагнитного поля. 

Все электромагнитные процессы есть процессы преобразования и рас-
пространения электромагнитного поля. В теории цепей исследование про-
цессов преобразования энергии осуществляют при помощи уравнений в ин-
тегральной форме и интегральных понятий: тока I, напряжения U, мощности 
P, магнитного потока Ф, которые характеризуют, как правило, целые участки 
или области электромагнитного поля. Теория электромагнитного поля позво-
ляет рассматривать процессы в электромагнитном поле в каждой точке про-
странства. 

С помощью теории электромагнитного поля  определяют параметры 
элементов электрических цепей (емкости, индуктивности, взаимные индук-
тивности, параметры электрических машин и многочисленных электромаг-
нитных механизмов для цепей автоматики, телемеханики, электрической свя-
зи и т. д.), объясняют процессы распространения электромагнитных волн, 
электрические и магнитные поверхностные эффекты, эффекты близости и 
экранирования. 

Знание теории электромагнитного поля и овладение её методами для 
решения практических задач – необходимое звено в системе подготовки ин-
женера-электрика, инженера-электромеханика. 

22.. ООссннооввнныыее  ввееккттооррнныыее  ввееллииччиинныы,,  ххааррааккттееррииззууюющщииее
ээллееккттррооммааггннииттннооее  ппооллее  

Электромагнитное поле обладает характерными для него электриче-
скими и магнитными свойствами, доступными наблюдению. Силовое воз-
действие поля на электрические заряды и токи положено в основу определе-
ния основных векторных величин, которыми характеризуют поле: напряжен-
ности электрического поля E

G
 и индукции магнитного поля B

G
. 

Вектор напряженности электрического поля ( )E
G

. Напряженность элек-
трического поля равна пределу отношения силы, действующей со стороны 
поля на внесенный в него точечный заряд, к величине заряда, когда послед-
ний стремится к нулю: 

q
FE

q

GG
0

lim
→

= . 

Точечным зарядом называют такое заряженное тело, размерами кото-
рого можно пренебречь по сравнению с расстоянием до исследуемой точки, в 
которую помещено это тело (точки наблюдения), причем величина точечного 
заряда не искажает картины поля. Электростатическое поле одиночного за-
ряда показано на рис.71, а. 
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Если заряд неподвижен и равен 1, то в этом случае напряженность рав-
на силе: FE

GG
= , так как по модулю F= qE. Направление вектора E

G
 совпадает 

с направлением силы, действующей на неподвижный положительный точеч-
ный заряд. Электрическое поле зарядов можно представить графически с по-
мощью силовых линий поля. Это не реальные, а условные линии, касатель-
ные к которым в каждой точке поля совпадают с вектором E

G
, а поскольку 

вектор E
G

 имеет вполне определенное направление, то через каждую точку  
поля можно провести только одну силовую линию. 

Если поле создается несколькими зарядами ,....),,( 321 qqq , то его на-
пряженность равна геометрической сумме напряженностей от каждого из за-
рядов в отдельности: 

...321 +++= EEEE
GGGG

. 

Это значит, что при расчете электрического поля применим метод на-
ложения. G

Напряженность Е  – силовая характеристика электрического поля. Си-
ловые линии имеют начало (на положительных зарядах) и конец (на отрица-
тельных зарядах). На рис.71, б представлены картины электромагнитного 
поля разноименных и одноименных зарядов. На рис.71, в представлено по-ле 
двух разноименно заряженных пластин. 

[ ]E = [ ]
[ ]q
F =

Кл
Н =

сА
Дж/м

⋅
=
мАс
ВАс =

м
В .

Уравнение силовой линии поля. Из определения силовой линии следу-
ет, что dl

G
совпадает с направлением вектора E

G
 или его составляющие по 

E
G

E
G

E
G

q q q
q q

q

E
G

E
G

+q 

-q 

в 

E
G

Рис.71 

а б 
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осям координат dx, dy, dz пропорциональны проекциям ,xE yE , zE вектора E
G

на соответствующие оси (рис.72 – правоходовая система координат). 
Это следует из подобия соответ-

ствующих треугольников: 
y

x
E
Е =

dy
dx  и

z

y

E
E

=
dz
dy  или

dz
E

dy
E

dx
E zyx == . Это и есть

уравнение силовой линии в декартовой 
системе координат. 

Вектор магнитной индукции В
G

. 
Его определяют из силового воздейст-
вия магнитного поля на движущийся за-
ряд или проводник с током  

м(рис.73).       Опытным путе    установле-
но, что [ ]BrqF

GGG
0=Δ   либо [ ]BldIF

GGG
=Δ . В 

однородном поле В
G

=const. Если про-
водник с током расположен перпенди-
кулярно к линиям поля, то  

lBIlBIF Δ=°Δ=Δ 90sin . 

Размерность  

[ ] [ ]
[ ] =

⋅
=

⋅
=

мA
H

lI
FВ

Тл
м
Вб

мА
ВАс

мА
Дж/м

22 ==
⋅

=
⋅

= . 

                Магнитная индукция является 

 силовой характеристикой маг-
нитного поля, численно равная силе, 

действующей на единицу длины проводника, ток в котором равен 1 А. 
Магнитные силовые линии поля всегда замкнуты (рис.74) в отличие от 

силовых линий электрического поля, которые начинаются на положитель-
ных и заканчиваются на отрицательных зарядах. 

Вектор электрического смещения D
G

, вектор напряженности магнитно-
го поля H

G
. Для вакуума справедливы соотношения: 

ED
GG

00 ε=  и HB
L

00 μ= , 

z

x

ydx
dy

ld

E x

E y

E z

Рис.72 

E
G

B
G

I

ld
G

F
G

B
G

Рис.73
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где 
м
Ф10856,8 12

0
−⋅=ε , 

м
Гн104 7

0
−⋅π=μ – электрическая и магнитная посто-

янные. 

Векторы 0D
G

 и H
G
эквивалентны векторам E

G
 и 0В
G

 для вакуума и также 
служат силовыми характеристиками электрического и магнитного полей. 

Если в электромагнитном поле 0≠E
G

, а 0=H
G

, то говорят об электри-
ческом поле; если же 0=E

G
, а 0≠H

G
, то поле называют магнитным. В общем 

случае электромагнитное поле является наложением электрического и маг-
нитного полей. 

ВВооппррооссыы  ддлляя  ссааммооппррооввееррккии  
1.  Что изучает теория электромагнитного поля?
2.  Назовите свойства и особенности электромагнитного поля.
3.  Какие величины характеризуют электромагнитное поле?
4.  Как можно графически представить электрическое поле двух заря-

дов? 
5.  Что называют точечным зарядом?
6.  Как определяют напряженность поля, созданного несколькими заря-

дами? 
7.  Укажите размерности величин, характеризующих электромагнитное

поле. 
8.  Назовите условия, при которых можно говорить отдельно об элек-

трическом и магнитном поле. 
9.  Какие отличия силовых линий магнитного поля от силовых линий

поля электрического? 
10. Запишите уравнение силовой линии поля в декартовой системе ко-

ординат.

I

I

Рис.74 

B
G

B
G

B
G

B
G

B
G

B
G
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11. УРАВНЕНИЯ МАКСВЕЛЛА

1. Две теории электричества
2. Рождение великих уравнений

11.. ДДввее  ттееооррииии  ээллееккттррииччеессттвваа

До того как Максвелл записал свои великие уравнения, существовало 
две теории электричества: теория «силовых линий» Фарадея и теория, разра-
ботанная великими французами Кулоном, Ампером, Био, Саваром, Араго и 
Лапласом. Исходная точка французов – представление о так называемом 
«дальнодействии», мгновенном действии одного тела на другое на расстоя-
нии без помощи какой-либо промежуточной среды. 

Ярый защитник теории дальнодействия Шарль Огюстен Кулон в нача-
ле своей научной деятельности создал «крутильные весы», на которых он 
изучал силу взаимодействия двух электрических зарядов. 

Результат был поразителен: сила взаимодействия зарядов в пустоте, 
точно так же, как и ньютоновская сила тяготения, зависела лишь от величины 
зарядов и расстояний между ними. Пустота, находившаяся между зарядами, 
по мнению Кулона, никаким образом не входила в формулу, что вполне 
справедливо, так как там ничего не было. И никакого механизма передачи от 
первого заряда к некоторому участку пространства, затем к другому, треть-
ему и так до второго заряда,– механизма, который неизбежно потребовал бы 
некоторого времени для передачи усилий, представить себе было невозмож-
но. 

Поэтому Кулон был твердо убежден, что промежуточная среда во 
взаимодействии участия не принимает, взаимодействие происходит на рас-
стоянии без ее участия и, следовательно, мгновенно. Это утвердило француз-
ских физиков в справедливости концепции мгновенного дальнодействия. 

Теории великих французов были прекрасно математически обработаны 
и, в общем, выстраивались в довольно изящную и цельную теорию. 

Воззрения Фарадея в корне расходились с такими представлениями. Он 
не был силен в математике. По словам Эйнштейна, это был «ум, который ни-
когда не погрязал в формулах». 

Фарадей считал, что материя не может действовать там, где ее нет. 
Следовательно, область действия зарядов должна быть заполнена материей. 
Среду, через которую передается воздействие, Фарадей назвал «полем». По-
ле, считал он, пронизано магнитными и электрическими «силовыми линия-
ми». 
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Увидеть силовые линии, по Фарадею, очень просто. Например, чтобы 
увидеть магнитные силовые линии, достаточно насыпать железные опилки 
на бумагу и поднести снизу магнит. Электрические силовые линии можно 
«увидеть», если продолговатые кристаллики какого-то диэлектрика (напри-
мер, хинина) взболтать в вязкой жидкости (например, в касторовом масле).  

Силовые линии одновременно определяют направление и величину си-
лы, действующей на заряд. 

«Фарадей,– писал Максвелл,– своим мысленным оком видел силовые 
линии, пронизывающие все пространство. Там, где математики видели цен-
тры напряжения сил дальнодействия, Фарадей видел промежуточный агент. 
По профессии он не был математиком. В его описаниях мы не находим тех 
дифференциальных и интегральных уравнений, которые многим кажутся 
подлинной сущностью точной науки. Откройте труды Пуассона или Ампера, 
вышедшие до Фарадея, Вебера или Неймана, которые работали после него, и 
вы увидите, что каждая страница пестрит формулами, ни одну из которых 
Фарадей не понял бы». 

Но внешняя простота фарадеевского труда была обманчивой. Напри-
мер, известный немецкий физик Гельмгольц вспоминал, как он «часами вы-
сиживал, застряв на описании силовых линий, их числа и напряжения». 

«Когда я стал углубляться в изучение работ Фарадея, – писал Мак-
свелл,– я заметил, что метод его понимания тоже математичен, хотя и не 
представлен в условной форме математических символов. Я также нашел, 
что метод может быть выражен в обычной математической форме и таким 
образом может быть сопоставлен с методами признанных математиков». 

22.. РРоожжддееннииее  ввееллииккиихх  ууррааввннеенниийй

Итак, Максвелл присоединился к Фарадеевской концепции поля. Он 
видел, что Фарадей постепенно отходит от силовых линий как геометриче-
ских символов к вполне реальным силовым линиям, обладающим, например, 
упругостью, стремящимся пойти по кратчайшему пути, отталкивающимся 
друг от друга. 

Максвеллу нравилось, что Фарадей признавал рациональное зерно, 
имеющееся в работах чуждых ему по духу и манере исследователей, напри-
мер Ампера. Так, он целиком принимал идею кругового магнитного поля, 
окружающего провод с электрическим током. Максвелл записал этот тезис в 
форме уравнения: 

j
c

H
GG π

=
4rot ,

где  H
G

– вектор напряженности магнитного поля; j
G

 – вектор плотности
электрического тока; с – некоторая постоянная. 
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Обозначение rot – сокращение от слова rotor – вихрь. (Максвелл ис-
пользовал слово curl – завиток); операция rot, грубо говоря, показывает в 
данном случае, что вектор напряженности магнитного поля вращается вокруг 
вектора тока плотностью j

G
. 

Другой, сразу же завоевавшей признание Максвелла идеей стало пред-
ставление Фарадея о природе электромагнитной индукции, то есть возникно-
вении электричества в контуре, число магнитных силовых линий в котором 
изменяется то ли вследствие относительного движения контура и магнита, то 
ли вследствие изменения магнитного поля. Эта зависимость также вполне 
укладывалась во внешне формальные математические операции. После мно-
голетних трудов Максвелл записал строку: 

t
B

c
E

∂
∂

−=
GG 1rot .

 

где E
G

 – вектор электрического поля; 
t
B

∂
∂
G

– изменение магнитного поля во

времени; с – некоторая неизвестная постоянная величина, на момент написа-
ния уравнения.  

Формула настолько физически прозрачна, что ей тоже можно, при из-
вестном упрощении, придать ясный смысл. 

Операция означает вращение вектора E
G

, охват им некоторого источни-
ка, которым в данном случае является изменение магнитного поля B

G
. В кон-

туре, охватывающем источник изменяющегося магнитного поля, наведется 
электродвижущая сила, а в пространстве возникнет новое электрическое по-
ле. Минус перед правой частью тоже вполне физически обоснован законом, 
открытым русским физиком Э.Х. Ленцем: направление тока, возникающего в 
замкнутом контуре в результате электромагнитной индукции, таково, что ток 
препятствует изменению магнитного потока. 

Но необходимо учесть еще одно важное свойство векторов электриче-
ской и магнитной индукций E

G
 и B
G

, представляющих собой математическое 
обозначение электрических и магнитных силовых линий. В то время как 
электрические силовые линии начинаются на зарядах, являющихся источни-
ками поля, магнитные силовые линии располагаются кольцеобразно. А у 
кольца, как известно, «нет ни начала, ни конца», следовательно, силовые ли-
нии магнитного поля не могут где-то начинаться, где-то кончаться. Они 
замкнуты сами на себя. В математике для обозначения ситуации с источни-
ками поля можно применить операцию «дивергенция» (Максвелл использо-
вал слово «конвергенция»). 

Дивергенция – мера источника. Например, свеча – источник света – об-
ладает положительной дивергенцией. Ночной мрак, где свет рассеивается, 
поглощается, обладает отрицательной дивергенцией. Для абсолютно про-
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зрачного стекла, где свет не создается и не поглощается, дивергенция равна 
нулю. 

Поэтому Максвелл дописал к двум имеющимся уравнениям еще два: 

πρ= 4divD
G

,  

где ρ  – плотность электрических зарядов; 0div =B
G

. 

Физический смысл уравнений понятен. 
Силовые линии электрического поля кончаются на зарядах, плотность 

которых ρ . 
Силовые линии магнитного поля не кончаются нигде. Они замкнуты 

сами на себя. 
Входящие в эти уравнения векторы электрической и магнитной индук-

ции ( D
G

 и B
G

) и векторы напряженностей электрического и магнитного полей 
( E
G

 и H
G

) связаны соотношениями: 

ED
GG

ε=  и HB
GG

μ= , 

где ε  – диэлектрическая постоянная среды; μ  – магнитная проницаемость 
среды. 

Эти четыре уравнения и составляют «великие уравнения Максвелла», а 
система взглядов, которая легла в основу уравнений, получила название 
«максвелловой теории электромагнитного поля». 

Уравнения были просты, но чем больше Максвелл и его последователи 
над ними работали, тем больший внутренний смысл находили в четырех 
строчках. Генрих Герц, знаменитый немецкий физик, роль которого в исто-
рии – доказать полную справедливость  представлений Максвелла, писал о 
неисчерпаемости теории: «Нельзя изучить эту удивительную теорию, не ис-
пытывая по временам такого чувства, будто математические формулы живут 
собственной жизнью, обладают собственным разумом; кажется, что эти фор-
мулы умнее нас, умнее даже самого автора, как будто они дают нам больше, 
чем в свое время было в них заложено». 

Теория Максвелла – триумф идей Фарадея. Максвелл, по выражению 
Миликена, «облек плебейски обнаженные представления Фарадея в аристо-
кратические одежды математики».  

Замечание Герца о самостоятельной жизни уравнений Максвелла и о 
том, «что они умнее самого автора», стали подтверждаться сразу же после 
того, как Максвелл начал изучать свою систему уравнений. 

Все величины в уравнении были ясны, кроме c. Применив уравнения к 
одному конкретному случаю, Максвелл определил, что c = 300000 км/с. Сов-
падение было слишком разительным, чтобы не принять его во внимание.  
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Согласно первому уравнению, любой ток вызовет возникновение маг-
нитного поля в окружающих областях пространства. Постоянный ток, на-
пример, вызовет возникновение  вокруг него постоянного магнитного поля. 
Такое поле, однако, не сможет вызвать электрического поля в «следующих» 
областях, поскольку электрическое поле, согласно второму уравнению, воз-
никает лишь при изменяющемся магнитном поле. 

Но картина иная, если первоначальный ток – переменный. Вокруг пе-
ременного тока создается переменное магнитное поле, способное уже создать 
в «следующем» элементе пространства электрическое поле; то, в свою оче-
редь, за счет «тока смещения» создает новое магнитное поле, а оно точно так 
же создаст еще дальше поле электрическое. И так будет продолжаться до 
бесконечности. 

Другими словами, электромагнитное поле, как с поразительной ясно-
стью понял Максвелл, распространяется в виде волны, причем волны незату-
хающей. Энергия магнитного поля в пустоте полностью переходит в энергию 
поля электрического и наоборот. 

Но ведь в виде точно таких «поперечных» волн распространяется и 
свет. И Максвелл сделал два далеко идущих вывода. 

Электромагнитное поле распространяется в пространстве в виде попе-
речных волн, и свет есть электромагнитное возмущение. Электромагнитные 
волны распространяются в пространстве со скоростью света. Признание ко-
нечной, хотя и очень большой, скорости распространения электричества и 
магнетизма камня на камне не оставило от теории мгновенного дальнодейст-
вия. 

Предсказание Максвелла намного опередило свое время. Но он не мог 
знать, что Фарадей еще в 1832 г. оставил в архивах королевского общества 
запечатанный конверт с завещанием и просьбой открыть последний через 
100 лет после его смерти. И вот в присутствии многих ученых Англии в 1936 
г. конверт был вскрыт и слова, которые были написаны на пожелтевшем лис-
те, потрясли всех: выяснилось, что Фарадей ясно представлял волновую при-
роду распространения электромагнитных колебаний в пространстве с неко-
торой скоростью. «Я полагаю, что распространение магнитных сил от полю-
са похоже на колебания взволнованной водной поверхности. По аналогии я 
считаю возможным применить теорию колебаний к распространению элек-
трической индукции», – писал Фарадей на основании далеко идущих анало-
гий между электромагнитной индукцией, светом и звуком.  

Фарадей – гениальный английский физик-экспериментатор. Сын куз-
неца, он не обладал блестящими знаниями, но его великолепные эксперимен-
ты и проницательный ум позволили ему сделать много таких изобретений, 
каждое из которых могло обессмертить его имя. 

Фарадей ставил множество опытов. О его работоспособности говорит 
хотя бы тот факт, что дневник, куда он заносил свои опыты, обрывается на 
16041 опыте, за 44 года – каждый день по опыту. 
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ВВооппррооссыы  ддлляя  ссааммооппррооввееррккии  

1. В чем принципиальное отличие теории дальнодействия от теории
силовых линий Фарадея? 

2. Какие идеи Фарадея Максвелл использовал для написания своих
уравнений? 

3. Объясните физический смысл уравнений Максвелла.
4. Каким образом Максвеллу удалось обнаружить волновую природу

света? 
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12. ОСНОВНЫЕ УРАВНЕНИЯ И 
ЭФФЕКТЫ ЭЛЕКТРОМАГНИТНОГО 

ПОЛЯ

1. Основные уравнения
2. Поверхностный эффект
3. Поверхностный эффект в массивных проводах из ферромагнитного
материала 
4. Эффект близости
5. Графическое изображение электростатического поля
6. Электростатическое экранирование

11.. ООссннооввнныыее  ууррааввннеенниияя
В общем случае изменяющихся во времени зарядов, изменяющихся во 

времени токов, движущихся заряженных или намагниченных тел или дви-
жущихся контуров с токами в окружающем их пространстве существует  пе-
ременное электромагнитное поле. 

Ограничимся рассмотрением электромагнитного поля (ЭМП) в непод-
вижных однородных и изотропных средах. Для исследования такого поля не-
обходимо обратиться к полной системе уравнений ЭМП:  
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Эта система уравнений  охватывает все электромагнитные процессы. 
Физический смысл основных уравнений ЭМП заключается в том, что 

магнитное поле всегда вихревое и возбуждается как движущимися зарядами, 
так и изменяющимся во времени электрическим полем. Электрическое поле 
может быть вихревым, когда оно возбуждается изменяющимся магнитным 
полем, и безвихревым, когда оно возбуждается постоянными зарядами. Элек-
трические и магнитные поля связаны между собой непрерывным преобразо-
ванием и представляют собой различные проявления единого электромаг-
нитного поля, которое находится в движении.  

22.. ППооввееррххннооссттнныыйй  ээффффеекктт  ((ППЭЭ))

Проникая извне в проводящую среду, ЭМВ очень быстро затухает. На-
ружные слои экранируют глубинные слои от проникновения поля. Это явле-
ние называют поверхностным эффектом или скинн-эффектом. 
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Кроме того, из теории переменных токов известно, что ток в цилинд-
рическом проводнике распределяется по сечению проводника неравномерно, 
причем плотность тока в центральных частях сечения имеет меньшее значе-
ние, чем на поверхности проводника и вблизи от нее. С возрастанием часто-
ты степень неравномерности увеличивается. Наличие поверхностного эф-
фекта приводит к тому, что значительная часть провода оказывается слабо 
использованной для протекания тока, а при резко выраженном ПЭ и вообще 
не использованной. При этом уменьшается эффективное сечение провода и 
его активное сопротивление возрастает. 

Как известно, ток тождествен магнитному потоку. Поэтому при ПЭ 
уменьшается магнитный поток внутри провода, а это ведет к уменьшению 
индуктивности провода. 

Наличие ПЭ приводит к увеличению активного и уменьшению индук-
тивного сопротивлений проводов. Первое – результат неполного использова-
ния током сечения проводов. Второе связано с ослаблением магнитного поля 
в теле проводов и уменьшением внутренней индуктивности ( внутрL ) конту-
ров. 

33.. ППооввееррххннооссттнныыйй  ээффффеекктт  вв  ммаассссииввнныыхх  ппррооввооддаахх
иизз  ффееррррооммааггннииттннооггоо  ммааттееррииааллаа  

Все полученные ранее соотношения предполагают, что магнитная про-
ницаемость среды постоянна. Для проводов из ферромагнитного материала 
это условие не выполняется. Магнитная проницаемость ферромагнитных ве-
ществ зависит от напряженности магнитного поля. Поэтому величина μ  в 
каждой точке среды изменяется в течение периода изменения напряженности 
поля. Величина mH  убывает по мере удаления от поверхности провода  
в глубь его. Поэтому если амплитуда напряженности поля mH  на поверхно-
сти имеет достаточно большое значение, то μ  сначала растет по мере удале-
ния от поверхности в глубь провода, а затем, достигнув максимума,  убывает 

(рис.75, а). Возрастание μ приводит к более резкому проявлению поверх-
ностного эффекта. 

Амплитуда плотности тока δm зависит от координаты z иначе, чем при 
μ = const . Эта зависимость представлена на рис.75, б. При этом z есть рас-
стояние от поверхности ферромагнитной среды, отсчитываемое в глубь нее. 
Кривые построены при одинаковых значениях тока в обоих случаях. Ампли-
туда магнитной индукции при constμ ≠  вначале медленно убывает за счет 
явления насыщения, а затем резко падает до нуля (рис.75, в). 
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Непостоянство  μ   и  связанное с ним быстрое затухание  волны ведет 
к увеличению активного сопротивления провода. Активное сопротивление 
провода также растет за счет потерь от гистерезиса. В этом случае активное 
сопротивление провода определяют по выражению, полученному Л. Р. Ней-
маном:  

γ
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u
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где aμ  – значение абсолютной магнитной проницаемости на поверхности 
провода, определяемое по основной кривой намагничивания  по действую-
щему значению напряженности магнитного поля на поверхности провода, u – 
периметр сечения провода.  

Величина действующего значения напряженности на поверхности про-
вода по закону полного тока:   

u
IH =дейст . 

44.. ЭЭффффеекктт  ббллииззооссттии

Если в непосредственной близости друг от друга расположены не-
сколько проводников с переменным током, то каждый из проводников нахо-
дится не только в собственном переменном магнитном поле, но и в магнит-
ном поле других проводников. Это приводит к тому, что распределение пе-
ременного тока в каждом проводнике будет отличным от случая, если бы 
этот проводник был уединенным. Этот эффект называют эффектом близости. 
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Рис.75 
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Он приводит к дополнительному увеличению активного сопротивления про-
водников. 

55.. ГГррааффииччеессккооее  ииззооббрраажжееннииее  ээллееккттррооссттааттииччеессккооггоо  ппоолляя

Электростатическое поле можно характеризовать совокупностью силовых 
и эквипотенциальных линий (рис.76). Силовая линия – это мысленно прове-
денная в поле линия, начинающаяся на положительно заряженном теле и закан-
чивающаяся на отрицательно заряженном теле. Силовую линию проводят таким 
образом, что Gкасательные к ней в любой точке совпадают с векторомG  напряжен-
ности поля E  в этой точке. Так как в каждой точке поля вектор E  имеет опре-
деленное направление, то через каждую точку поля можно провести только 
одну силовую линию. 

В электростатическом поле можно провести эквипотенциальные по-
верхности, т. е. поверхности, потенциалы всех точек которых равны 

( , , ) constx y zφ =C  (уравнение эквипотенциальной поверхности). Если такую 
поверхность рассечь плоскостью, то след от сечения даст эквипотенциаль-
ную линию. При перемещении по эквипотенциальной линии в любом на-
правлении потенциал остается неизменным. 

Эквипотенциали и силовые линии (рис.76) пересекаются под прямым 
углом. Силовые линии не могут быть замкнутыми сами на себя, так как нель-
зя совместить положительный и отрицательный заряды. Эквипотенциали - 
замкнутые на себе линии. Там, где напряженность электростатического поля 
больше, эквипотенциальные линии расположены гуще. 

q+ q−

0=ϕ

   

Рис.76

0φ =

Силовые линии 

Эквипотенциали 
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Если рассмотреть проводник в электростатическом поле, то неподвиж-
ные свободные заряды одного и того же знака расположены по поверхности 
проводника ввиду сил отталкивания. Таким образом, объемная плотность за-
ряда в толще проводника равна нулю, т. е. ρ = 0. Внутри проводника элек-
тростатическое поле существовать не может: E

G
= 0. В противном случае воз-

ник бы ток проводимости, т. е. движение свободных зарядов под действием 
сил поля. Ток проводимости существовал бы до тех пор, пока не произошло 
бы такое перераспределение зарядов, при котором величина напряженности 
электрического поля во всех точках внутри проводника упала бы до нуля. 

66.. ЭЭллееккттррооссттааттииччеессккооее  ээккррааннииррооввааннииее

G

Представим себе полость А, окруженную со всех сторон проводником 
(рис.77). Как бы ни был заряжен проводник и в каком бы внешнем элек-
тростатическом поле он ни находился, электростатическое поле в полости А 
существовать не может, так как поверхность проводника всегда эквипотен-
циальна. Линии вектора E  не могут начинаться и заканчиваться на  такой 
поверхности, так как этоG  соответствовало бы наличию ротора у электроста-
тическогоG  поля, т. е rot. 0E ≠ , но электростатическое поле безвихревое, и все-
гда 0rot =E . 

Не могут существовать и линии поля, входящие с поверхности провод-
ника и заканчивающиеся где-то в полости А, так как внутри проводника ρ = 
0, а значит q = 0, т. е. там нет зарядов, следовательно, и нет дивергенции век-
тора E

G
. 

Поэтому возможно электростатическое экранирование приборов в 
электростатических полях. Практически достаточно окружить защищаемый 
объем металлической сеткой. 
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ВВооппррооссыы  ддлляя  ссааммооппррооввееррккии  

1. На чем основан эффект экранирования в переменном электромаг-
нитном поле? 

3. Сформулируйте понятие электрического поверхностного эффекта.
4. Каково соотношение активных сопротивлений с учетом и без учета

поверхностного эффекта? 
5. Что такое эффект близости?
6. Объясните физическую сущность поверхностного эффекта.
7. Объясните принцип экранирования в электростатическом поле.
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13. ПЕРЕХОДНЫЕ ПРОЦЕССЫ В НЕЛИНЕЙНЫХ ЦЕПЯХ 

1. Общая характеристика переходных процессов в нелинейных цепях
2. Расчет переходного процесса методом интегрируемой аппроксима-

ции 
3. Расчет переходного процесса методом кусочно-линейной аппрокси-

мации 
4. Расчет переходного процесса методом линеаризации дифференци-

ального уравнения 
5. Расчет переходного процесса методом численного интегрирования

дифференциального уравнения 

1. Общая характеристика переходных процессов в нелинейных цепях

Переходные процессы в нелинейных цепях описываются системой не-
линейных дифференциальных уравнений, составленных для схемы цепи по 
законам Кирхгофа. Расчет переходных процессов в нелинейных цепях сво-
дится, таким образом, к решению системы нелинейных дифференциальных 
уравнений. Значительные трудности, возникающие при таких расчетах, обу-
словлены сложностью решения нелинейных дифференциальных уравнений. 

Для расчета переходных процессов в нелинейных цепях нельзя указать 
общие методы, применимые для любого класса цепей. Выбор метода расчета 
всегда индивидуален и определяется конкретными условиями задачи: струк-
турой схемы цепи, видом уравнения аппроксимации нелинейной характери-
стики, требованиями к форме искомой функции и др. Ниже перечислены 
наиболее важные методы, которые применяются для расчета переходных 
процессов в нелинейных цепях: 

1. метод интегрируемой аппроксимации характеристики нелинейного
элемента; 

2. метод  кусочно-линейной аппроксимации характеристики нелиней-
ного элемента; 

3. метод условной линеаризации нелинейного дифференциального
уравнения; 

4. метод численного интегрирования системы нелинейных дифферен-
циальных уравнений. 

Переходные процессы в нелинейных цепях могут существенно отли-
чаться от переходных процессов в аналогичных по структуре линейных це-
пях. Нелинейность характеристики какого-либо элемента цепи может при-
вести или только к чисто количественному изменению переходного процесса 
или к его качественным изменениям. В первом случае на некоторых отрезках 
времени скорость переходного процесса увеличивается, а на других отрезках 
времени - замедляется. Во втором случае в цепи возникает качественно но-
вые явления, принципиально невозможные в линейных цепях, например, не-
затухающие автоколебания с произвольной постоянной или плавающей час-
тотой. 
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2. Расчет переходного процесса методом интегрируемой
аппроксимации 

Метод основан на аппроксимации характеристики нелинейного эле-
мента такой функцией, которая позволяет проинтегрировать дифференци-
альное уравнение цепи стандартным методом. 

Ценность метода заключается в том, что в результате интегрирования, 
решение для искомой функции получается в общем виде, что позволяет ис-
следовать влияние на искомую функцию различных факторов. Метод приме-
ним главным образом к простым электрическим цепям, процессы в которых 
описываются дифференциальным уравнением 1-го порядка. 

Рассмотрим применение данного метода к расчету переходного про-
цесса при включении нелинейной катушки с вебер-амперной характеристи-
кой i() к источнику постоянной ЭДС E  (рис. 78.а). Вебер-амперную харак-
теристику нелинейной катушки (рис. 78.б). аппроксимируем уравнением 

2 ki . 

Дифференциальное уравнение цепи составляется по 2-му закону Кирх-

гофа: E
dt

diR 


, откуда следует 

222
1

xa
dx

kRkRE
d

iRE
ddt













, 

где обозначены  x=,  a= kR
E

. 

По таблице интегралов находим решение 
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xa

akRxa
dx
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Настоящая задача имеет аналитическое решение при аппроксимации 
нелинейной характеристики некоторыми другими уравнениями, например 
i=k 3,  i=k 4. 

3. Расчет переходного процесса методом кусочно-линейной
аппроксимации 

Метод основан на аппроксимации характеристики нелинейного эле-
мента отрезками прямой. При такой аппроксимации дифференциальные 
уравнения цепи на отдельных участках будут линейными и могут быть ре-
шены известными методами (классическим или операторным). При переходе 
от одного участка к другому  в дифференциальных уравнениях будут скач-
ком изменяться постоянные коэффициенты, что повлечет скачкообразное 
изменение коэффициентов в их решении. Решения для отдельных участков 
сопрягаются между собой на стыках участков  на основе законов коммута-
ции. 

Рассмотрим применение данного метода к расчету переходного про-
цесса при включении нелинейной катушки к источнику постоянной ЭДС Е 
(рис. 78.а). Нелинейную вебер-амперную характеристику катушки (i) заме-
ним отрезками прямой линии (ломаной линией 0-1-2-3) (рис. 79) 

Аппроксимируем отдельные отрезки ломаной линии уравнениями пря-
мой 

1. для отрезка  0-1 111 iL  , где 110 Ii  ; 
2. для отрезка  1-2 22202 iL  , где 221 IiI  ; 

3 

0   I1  I2  Iy 

ψ(i) Ψ2
Ψ30 

Ψ1
Ψ20 

 1 

2 

i

ψ

Рис. 79 
) 
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3. для отрезка  2-3 33303 iL  , где yIiI  32 . 
Коэффициенты аппроксимации 20, 30 определяются из графической 

диаграммы, а коэффициенты L1, L2, L3  через координаты точек стыка от-
резков (0,1, 2, 3) 

1

1
1 I

L 
 , 

12

12
2 II

L



 , 
23

23
2 II

L



 . 

Дифференциальные уравнения для отдельных участков будут иметь 
вид 

ERi
dt
diL 1 , где  0 1Ii  , 0 1tt  , 

ERi
dt
diL 2 , где 21 IiI  , 21 ttt  , 

ERi
dt
diL 3 , где yIiI 2 ,  tt2 . 

Решения уравнений для отдельных участков, найденные классическим 
методом, будут отличаться только постоянными коэффициентами 

1. tp
y eAIi 1

11  , 

2. )1(2
22

ttp
y eAIi  , 

3. )2(3
33
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y eAIi  , 
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L
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R
EI y   

Постоянные интегрирования находятся из начальных условий и зако-
нов коммутации 

1. при t = 0,  i1(0) = 0,  из решения (1) следует A1= Iy,
2. при t = t1,  i2(t1) = I1,  из решения (2) следует A2= I1Iy,
3. при t = t2,  i3(t2) = I2,  из решения (3) следует A3= I2Iy.

Моменты времени t1, t2, соответствующие переходу процесса с одного 
участка характеристики на другой, определяются из совместного решения 
уравнений для смежных участков в точке стыка 

1. для точки 1: 2
1

11)( AIeAIti y
pt

y   , 

откуда следует 
1

2

1
1 ln1

A
A

p
t  , 
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2. для точки 2: 3
)12(

22 )( AIeAIti y
ttp

y   , 

откуда следует 1
2

3

2
2 ln1 t

A
A

p
t  . 

Графическая диаграмма переходного процесса показана на рис. 80. 

Наличие изломов на графической диаграмме искомой функции i(t) объ-
ясняется погрешностями аппроксимации характеристики нелинейного эле-
мента возле точек стыка отдельных участков. Достоинство данного метода 
состоит в том, что он позволяет применить к расчету переходных процессов 
в нелинейных цепях известные методы расчета переходных процессов в ли-
нейных цепях. 

4. Расчет переходного процесса методом линеаризации
дифференциального уравнения 

Сущность данного метода заключается в том, что в нелинейном диф-
ференциальном уравнении, описывающем переходной процесс, пренебрега-
ют нелинейностью второстепенных членов этого уравнения, при этом функ-
циональные коэффициенты в этих членах заменяются постоянными. После 
такой замены нелинейное дифференциальное уравнение превращается в ли-
нейное и решается известными методами (классическим или операторным). 

Рассмотрим применение данного метода на примере расчета переход-
ного тока в нелинейной катушке (рис.78.а) к источнику синусоидального на-
пряжения с мгновенным значением 

)sin()(   tUtu m

t1        t2

 2 

1 I1

I2

Iy
i

t

Рис. 80 
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При этом будем полагать, что активное сопротивление цепи R мало, так 
что выполняется следующее соотношение 

iR
dt

d


 .  (3) 

Дифференциальное уравнение цепи (рис. 78.а) имеет вид 

)sin( 
 tU

dt
diR m .  (4) 

В соответствии с условием (3) слагаемое iR можно считать второсте-
пенным членом этого уравнения (4) 

Выразим 
L

i 
 ,  где L = f (i,) – функциональный коэффициент, тогда 

дифференциальное уравнение цепи получит вид 

)sin(   tU
L
R

dt
d

m .  (5) 

Заменим функциональный коэффициент L = f(i,) в последним уравне-
нии некоторым постоянным значением L = L ст = const, после чего дифферен-
циальное уравнение (5) цепи (рис.78.а) становится линейным относительно 
переменной ψ. 

Решение этого уравнения может быть получено классическим методом 

t
Lcm

R

mcy Aett


 )sin()(  , 

где 
22 )( cm

cmm
m

LR

LU


 , 

R
Larctg cm  . 

В момент коммутации в цепи (рис.78.а) (0)=0 и, следовательно, посто-
янная интегрирования будет равна )sin(   mA . Таким образом, ам-
плитуда свободной составляющей А зависит от начальной фазы напряжения 
источника. При    =  90 она имеет максимальные значения, переходной 
процесс при этом протекает с максимальной интенсивностью. 

Пусть    = 90, тогда А = Ψm и решение для функции (t) получит 
вид 

t
Lcm

R

m
o

m ett


 )90sin()(  . 
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Графическую диаграмму искомой функции i(t) можно построить мето-
дом проекции расчетной функции (t)  на вебер-амперную характеристику 
i() (рис. 78.б). Эта диаграмма представлена на рис.81. 

 
 

 

5. Расчет переходного процесса методом численного интегрирования
дифференциального уравнения 

Режим нелинейной цепи любой сложности может быть описан систе-
мой нелинейных дифференциальных уравнений, составленных для схемы 
цепи по законам Кирхгофа. Как известно из математики, система дифферен-
циальных уравнений (как линейных так и нелинейных) может быть решена 
методом численного интегрирования (методы Эйлера, Рунге-Кутта). Таким 
образом, режим любой нелинейной цепи может быть рассчитан методом 
численного интегрирования дифференциальных уравнений. Рассмотрим 
применение этого метода на примере расчета электрической схемы рис. 82. 

Im

Imax 
i

t 

Рис. 81 

i2() 

E C R2 

 i2  i3 

i1   R1 
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Пусть на входе схемы источник постоянной ЭДС E, а вебер-амперная 
характеристика нелинейной катушки аппроксимирована уравнением 

i = a·sh(b·). 

Система дифференциальных уравнений, составленных для схемы це-
пи (рис.82) по законам Ома и Кирхгофа и дополненная нелинейным алгеб-
раическим уравнением аппроксимации характеристики нелинейного элемен-
та будет иметь вид 

Решение этой системы уравнений может быть выполнено методами 
численного интегрирования на ЭВМ (например, методом Эйлера). Суть ме-
тода состоит в том, что период переменного тока Т разбивается на большое 
число шагов интегрирования, например N=1000, дифференциалы перемен-
ных заменяются конечными приращениями (d, duu, dii, dtt), 
а производные переменных  отношением приращений (d/d t/t, 
du/dtu/t). На каждом шаге производится решение системы уравнений и 
определяются значения переменных величин (токов, напряжений) и их про-
изводных, причем в качестве исходных данных принимают значения некото-
рых переменных на предыдущем шаге. 

В качестве таких функций принимают uС(t), iL(t), которые определяют 
запасы энергии в электрическом и магнитном поле, вследствие чего они не 
могут изменяться скачкообразно. Непосредственным результатом расчета 
будут являться массивы значений переменных величин (токов, напряжений) 
и их производных в заданном интервале времени (например, в течение вре-
мени переходного процесса Тп). В результате последующей обработки масси-
вов данных могут быть определены все параметры функций. 

Один из вариантов решения полученной системы уравнений методом 
численного интегрирования представлен ниже. 

Исходные данные:  параметры элементов схемы (E, R1, R2, C, a, b);  на-
чальные условия - uС(0)=0, (0)=0. 

Принимаем: Nчисло шагов интегрирования, Т – расчетное время пе-
реходного процесса, h=t=T/N   шаг интегрирования. 

Алгоритм решения системы для произвольного к-го шага 
 tк = h·к; 

из (5)  i2к = a·sh(b·(к-1)); 
из (2)  i1к = (E -uC(к-1)) /R1; 
из (1)  i3к = i1к   i2к

 ; 

i1  i2  i3=0; 
i1R1 + uC = E; 
i2R2 + d/dt  uC = 0; 
i3 = C·(duС/dt); 
i2 = a·sh(b·); 

1 
2 
3 
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из (3)  (d/dt) к = uC(к-1)  i2к R2; 
из (4)   (duС/dt) к = i3к / C; 

 к= (к-1) + h · (d/dt) к; 
 uСк =uС(к-1) + h · (duС/dt) к . 

Метод численного интегрирования (численный метод) обладает высо-
кой точностью, так как в нем непосредственно используются физические ха-
рактеристики нелинейных элементов. С появлением ЭВМ и расширением 
области их применения данный метод является основным при расчете нели-
нейных цепей как в переходном, так и в установившемся режиме. 

Примеры расчета переходных процессов в нелинейных цепях 

Пример 1. В схеме рис.83, содержащей резистивный нелинейный эле-
мент (НЭ), возникает переходный процесс при выключении рубильника. Ха-
рактеристика НЭ задана в табл. 2. 

Таблица 2 

U1, B 0 9 15 17.5 19 20.5 21.8 23 24 25 26 27 28 30 32 
I1, A 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 1.1 1.2 1.4 1.6 

Аппроксимировав характеристику НЭ двумя отрезками прямых, оп-
ределить закон изменения тока в НЭ и напряжения на ёмкости С. По ре-
зультатам расчета построить графики зависимости искомых величин от 
времени, если U= 100 B, r2=5 Ом, r3=50 Ом, C=200 мкФ. 

По данным табл.2 строим график, представленный на рисунке 84. 
До коммутации имеем i2(t-)=0 (ёмкость не пропускает постоянный 

ток), следовательно, i1(t-)=i3(t-), поэтому точку (1) установившегося режи-
ма до коммутации определим графическим путем в соответствии с уравнени-
ем 

u1+r3i3(t-)=U. 
Из графика рис.84 получаем 

i1(t-)=i3(t-)=1.42 А, uС(t-)=r3i3(t-)=50·1.42=74 B. 

u1

r2

r3

C 

i2
i3

i1

U 
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В момент коммутации  uС  сохранит своё значение в соответствии со 
вторым законом коммутации, т.е.  uС(0)=74 B. 

После окончания переходного процесса токов в цепи не будет из-за 
наличия ёмкости, т.е. на ВАХ НЭ точка установившегося режима находится в 
начале координат, а установившееся значение напряжения на С будет 
uСу=U=100 В.  

В момент коммутации рабочая точка (точка 2) на ВАХ НЭ переместится в 
соответствии с выражением 

u1(0+)+uС(0)+i1(0+)r2=U 

или                                               u1(0+)+i1(0+)r2=26. 

1Из графика рис.84 получаем:  i1(0+)=i( 2 ) =0.67 A;    u1(0+)=u( 2 )
1 =22.7 B.

Рабочий участок ВАХ НЭ аппроксимируем двумя прямолинейными 
участками: 2-3  и  3-0. 

Кординаты точки  3:       )(i 3
1 =0.18 А,        )(u 3

1 =15.8 В. 
Аналитические выражения участков  2-3  и  3-0 

u1=13.3-i1rд1;        u1=i1rд2, 
где динамические сопротивления  rд1  и  rд2 
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Для расчета переходного процесса составим дифуравнения цепи после 
коммутации 

u1+uC+i1r2=U;  
dt

du
Ci C=1  или 

.U
dt

du
Cruu C

C1 =⋅++ 2   (6) 

При работе НЭ на участке 2-3 его ВАХ уравнения (6) принимают вид 

13.3+i 1rд1+uC+i1r2=U;    или  ..U
dt

du
)rr(Cu C

дC 31312 −=⋅++   (7) 

Решение уравнения (7) имеет вид 

tp
1С

1еА.Uu +−= 313 , 
где корень характеристического уравнения 

262
1020008145

11
6

12
1 −=

⋅⋅+
−=

⋅+
−= −).(С)rr(

p
д

 с-1. 

Постоянную интегрирования  А1  определим из условия, что при t=0  uС(0)=74 B, 
т.е. 

А1=uС(0)-uСу=74-86.4=-12.4 B. 
Окончательные ответы для  uС и тока в цепи  при работе НЭ на участке 2-3 

uС=86.4-12.4·е-262t B,       i=
dt

du
С C =200·10-6·(-12.4)·(-262)·е-262t=0.65·е-262t A.  (8) 

При работе НЭ на участке 3-0 его ВАХ уравнения (6) принимают вид 

.U
dt

du
)rr(Cu C

дC =⋅++ 22   (9) i1rд2+uC+i1r2=U;    или    

Решение уравнения (9) имеет вид 

)tt(p
2СуС

2еАuu 1−+=  ,  (10) 

где корень характеристического уравнения 

953
102008875

11
6

22
2 .

).(С)rr(
p

д

−=
⋅⋅+

−=
⋅+

−= −  с-1, 

а  t1 - момент времени, когда происходит переход с участка 2-3 на участок 3-0. 
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)(i 3
1

Определим t1 из условия, что при t=t1  (8)  должна дать результат =0.18 А, 
т.е. 

0.18=0.65·е-262t
1, 

откуда 

==
262

180
650

1
.

.
ln

t 4.9·10-3 с=4.9 мс. 

Постоянную интегрирования  А2  определим из условия, что при t=t1  (8) и 
(10) для  uС  должны дать одинаковый результат, т.е. 

2
1094262 100412486

3

Ae.. . +=⋅−
−⋅⋅− , 

откуда 

=−⋅−=
−⋅⋅− 100412486

31094262
2

.e..A -17 В. 
Окончательные ответы для  uС и тока в цепи  при работе НЭ на участке 3-0 

dt

du
uС=100-17·е-53.3(t-t

1
) B, i=С C =200·10-6·(-17)·(-53.9)·е-53.3(t-t

1
)=0.18·е-53.3(t-t

1
)A.        (11) 

По  (8) и (11 )  построены требуемые графики с использованием системы 
Mathcad, которые приведены на рис.85. 

Рис. 85 
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Пример 2. В схеме рис.86, содержащей источник синусоидального тока  
j=0.5sּin(500ּt+ψ), A, два одинаковых активных сопротивления  ro=r=10 кОм и 
вариконд С(u), возникает переходный процесс при включении рубильника. 
Кулонвольтная характеристика (КВХ) вариконда приведена в табл. 3. 

Таблица 3 
q, мКл 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 0.95 1 
uC, B 0 3 7 11 16 20 25 32 45.5 76 143 250 

Требуется: используя метод  линеаризации 
определить во сколько раз напряжение на 
вариконде во время самого тяжелого переходного 
процесса будет превышать его амплитуду в 
установившемся режиме. 

Решение

До коммутации цепь r,C(u) была выключена, 
поэтому заряд и напряжение вариконда при t=0  будут иметь нулевые значения 
q(0)=0, uC(0)=0. 

В установившемся режиме состояние цепи определяется уравнением, 
составленным по второму закону Кирхгофа 

iу(r+ro)+uCу=jr o. 
Будем полагать, что в этом режиме  iу(r+ro)»uCу  (в дальнейшем покажем, 

что это соотношение выполняется). Тогда 

=
+

= j
rr

r
i

o

o
у 0.25ּsin(500ּ t+ψ), A. 

Установившееся значение заряда вариконда 

)tcos(.)tcos(
.

dtiq уу ψψ +⋅⋅⋅−=+⋅⋅−== −
∫ 5001050500

500

250 3 , Кл.

По данным табл. 3 построим КВХ вариконда (рис.87) и по амплитудному 
значению его установившегося заряда  qуm=0.5 мКл  определяем точку  А  
установившегося режима. Этой точке соответствует амплитудное значение 
установившегося напряжения на вариконде UCm=20 B.  

Применяя метод условной линеаризации, заменим  КВХ вариконда прямой 
линией, проходящей через точку А, уравнение которой  

q=Cּu,  (12) 

где  Ф
.

U

q
С

Cm

уm 6
3

1025
20

1050 −
−

⋅=⋅== =25 мкФ  -  ёмкость вариконда в точке А. 

Сопротивление конденсатора ёмкостью С 

uC 

i 

r 

 r0  j C(u) 

 Рис. 86 
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80
1025500

11
6

=
⋅⋅

=
ω

= −C
xC Ом, 

т.е. соотношение  iу(r+ro)»uCу  действительно выполняется. 

Переходный процесс в цепи описывается уравнением 

i(r+ro)+uC=jr o,  (13) 

причем                         
dt

dq
i = ,    а   из (10.7)  

C

q
uC = .  (14) 

Подставляя (10.9) в (10.8), получаем 

.jCrq
dt

dq
)rr(С oo =++   (15) 

Решение (10.10) 

,eB)tcos(.qqq
t

сву
τψ

−− ⋅++⋅⋅⋅−=+= 5001050 3   (16) 

где:  τ=С(r+ro) – постоянная времени цепи; 
       В – постоянная интегрирования, которую определим из условия, что при 

t=0    q(0)=0. 
Из (16) получаем, что   В=0.51ּ0-3cּos(ψ). Тогда окончательный ответ для 

заряда вариконда  

25020015010050
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 q, мКл 

0

uC, B 

 Рис. 86 

 q=C·u 

 A 
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.e)cos(.)tcos(.qqq )rr(С

t

сву
o+

−
−− ⋅⋅⋅++⋅⋅⋅−=+= ψψ 33 10505001050   (17) 

Анализируя (17), приходим к заключению, что самый тяжелый 
переходный процесс будет иметь место при  ψ=0  и при этом максимальное 
значение заряда qmax во время переходного процесса будет иметь место через 
полпериода после включения. Из (17) получаем 

=+⋅⋅=⋅⋅+⋅⋅−= ⋅+⋅⋅⋅
−

−+
−

−− −
)e(.e.)cos(.q )()rr(С

max
o

36 1010101025500333 1105010501050
π

ω
π

π

=0.994ּ10-3 Кл=0.994 мКл. 
По КВХ вариконда определяем максимальное во время переходного 

процесса значение напряжения на нём, соответствующее величине qmax:
uCmax=250 B. 

Таким образом, 

512
20

250
.

U

u

Cm

maxC == . 

Напомним, что в цепи с линейной ёмкостью указанное превышение не 
могло быть больше двух. 

Вопросы для самопроверки

1. Дайте характеристику каждому из методов расчета переходных
процессов в нелинейных цепях.
2. Какие недостатки имеет метод линеаризации дифференциального
уравнения?
3. Какие ограничения имеет использование метода интегрируемой
аппроксимации?
4. Выполняются ли в нелинейных цепях законы коммутации?
5. Какой из методов расчета  переходных процессов в нелинейных цепях
имеет широкое применение?
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